Convolucion discreta ciclica

Estos apuntes estan escritos por Dario Coutino Aquino y Egor Maximenko.

Objetivos. Definir la convolucion discreta ciclica y demostrar el teorema sobre la con-
volucion discreta ciclica y la transformada discreta de Fourier.

Requisitos. Sumas y sus propiedades, forma polar de numeros complejos.
En esta seccién siempre suponemos que n € {1,2,3,...}.

Convoluciones discretas ciclicas
1 Observacion. En este tema es comodo numerar las entradas de vectores y matrices

comenzando los indices desde 0.

2 Definicidén (convolucién discreta ciclica de dos vectores). Dados dos vectores a,b € C,
su convolucion discreta ciclica, la cual denotamos por a * b, se define como

a*xb= ZCZ] kbk+ Z Aptyj— kbk

k=j+1 j=0

n—1

En otras palabras, a % b es un vector del espacio C", y para cada j € {0,...,n — 1} la
J-ésima componente de a x b es

Cl*b ZGJ kbk+ Z Q45— kbk

k=j+1

Dado m € Z, denotemos por m mod n el resto al dividir el nimero m entre n. Con esta
notacion podemos escribir la definicion de la convolucion discreta ciclica mas brevemente:

n—1

(Cl * b)] = Z Q(j—k) mod nbk (1)

k=0
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3 Ejemplo. Si a,b € C?, entonces

[ 22:0 @(0—k) mod 30k
axb= Z[QQZ[) QA (1—k) mod 3bx,
| Zk:() A(2—k) mod sbk;

@0 mod 300 + @1 mod 301 + A—2 mod 302
= @1 mod 300 + @0 mod 301 + A—1 mod 302
@2 mod 300 + @1 mod 301 + A0 mod 302

[ agbo + asby + aiby
= | aiby + agb; + aszby
i agbo + albl + aobg

4 Ejercicio. Sean a,b € C*. Escriba el vector a * b.
Respuesta:
apby + asby + agby + a,bs
a1b0 + Cbobl + agbz + agbg
a2b0 + Glbl + (Zobg + a3b3
(Zgbo + Clzbl + a1b2 + a0b3

Transformada Discreta de Fourier (repaso)

., _2n;
5 Notacion. w, = e ="

Es facil ver que w;' = 1 si, y sélo si, n divide a m. Tambiés se puede demostrar que el
conjunto solucién de la ecuaciéon 2" = 1 consiste de n nimeros diferentes a pares:

0 1 n—1
s eees Wh

6 Proposicién (ortogonalidad de las raices de la unidad). Sean p,q € {0,...,n — 1},
entonces

1 n—1
n Z whbw = 6,4. (2)
k=0

Demostracion. Sip = q, entonces w?~? =1 y se tiene que:

—1 n—1 n—1
1« 1 1
— g wﬁkw;qk = - g (wﬁ’;_q)k = - 1=1.
n n n

k=0 k=0 k=0

Sip#qycomo p,q€{0,...,n— 1}, entonces |p — q| < n, por eso n no divideap—qy
wb~4 # 1. Aplicando la férmula para la suma de la progresion geométrica obtenemos

n—1 n—1 (p—q)n

1 1 11—w 1-1

2N T PRk — WPk — = o = = 0. O
nkZ:O non nkzzo< n ) n 1—wh 1—wh
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7 Definicién (Transformada Discreta de Fourier). Denotemos por 2, a la siguiente
matriz: )

Q= [ wit ]j,k:O' (3)
En otras palabras, €2, es una matriz cuadrada de orden n, y su entrada con indices (j, k)
es igual a

(Q)jk = Wil (4)

La transformada lineal z +— Q,z  (z € C") se llama la Transformada Discreta de Fourier,
y €, es la matriz asociada a la Transformada Discreta de Fourier.

8 Observacion. Algunos autores incluyen en la definicién de la TDF el factor \/LE, para
que la matriz €2, sea unitaria, véase la Proposicion 9.

Dada una matriz A, denotamos por A* su adjunta (transpuesta conjugada). Recorda-
mos que una matriz cuadrada A se llama unitaria si AA* = I, = A*A.

9 Proposicién (propiedad unitaria de la Transformada Discreta de Fourier). La matriz
\%Qn es unitaria:

1
Q. =1. D
—0.0, (5)

n

Demostracion. Utilizando el resultado de la Proposiciéon 6

n—1 n—1 n—1
1 1 1
—(0Q)pg = = () ok (g = E w;pkwgk == E :Wr(zp_Q)k = Opyq- O
n n n

k=0 k=0 k=0
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Producto de dos vectores por componentes

10 Definicién (producto de dos vectores por componentes). Dados dos vectores a,b € C",
denotemos por a ® b su producto por componentes definido como

a®b= [ajb]}nl

J=0

En otras palabras, a ® b es un vector del espacio C", obtenido al realizar el producto
componente a componete de los dos vectores por lo cual para cada j € {0,...,n — 1} la
J-ésima componente de este vector es

(@ ©b); = a;b;.
11 Ejemplo. Sean a,b € C3. Entonces

CLUbO
a® b= albl
a2b2

12 Ejercicio. Sean a,b € C*. Escriba a ® b.

13 Proposicién (propiedades de la multiplicacién de vectores componente a componen-
te). La operacidn © es asociativa y conmutativa, y el vector de unos

es un elemento neutro bajo ©.

Demostracion. La demostracion es muy simple y se basa en las propiedades correspon-
dientes de ntmeros complejos. Demostremos la propiedad asociativa. Si a,b,c € C" y
j€{0,1,...,n— 1}, entonces

((a®b) ©c); = (a®b)jc; = (azbj)c; = a;(bjc;) = a;(b©c); = (a® (bOc))j,

donde hemos aplicado cuatro veces la definicion de ® y una vez la propiedad asociativa
de la multiplicacién en C. O]

14 Proposicién (el dlgebra de niimeros multicomplejos). El espacio vectorial complejo C"
dotado con la operacion ® es una dlgebra compleja asociativa y conmutativa con identidad.

Demostracion. Es facil ver que la operacion ©® es distributiva con respecto a la adicién en
C™ y homogénea con respecto a la multiplicacién de cada factor por escalares complejos.
Las demas propiedades ya fueron enunciados en la Proposicién 13. O
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Teorema de convolucion para el grupo ciclico de orden n

15 Teorema. Sean a,b € C". Entonces
Qp(a*xb) = (Qa) © (D). (6)

Demostracion. Ambos lados de la férmula (6) son vectores complejos de longitud n. Dado
un j € {0,...,n — 1}, mostremos que las j-ésimas componentes de estos vectores son
iguales entre si. Primero calculemos la j-ésima componente del lado izquierdo:

n—1
(Qn(a*b))j:Z(Q ju(axb)y ijk (Zak qbg + Z On+k—g )
k=0 q=k+1

Usamos propiedades de operaciones en C, incluso la ley distributiva, y luego intercambios
el orden de las sumas:

=

n—1 n—1

(Q(axd)); = ZZ ap_qbq —1—2 Z WIFap g gb

k=0 ¢=0 k=0 q=k+1
n—1 n—1 n—1 g—1

= w] ap—qbg + g g wj Qpyk—qb,
q=0 k= q=0 k=0

Reindizamos las sumatorias sobre k de la siguiente forma. En la primera sumatoria pone-
mos
s=k—q, esto es, k=s+q.

Cuando k corre de g a n — 1, la nueva variable s corre de 0 a n — ¢ — 1. En la segunda
sumatoria ponemos

s=n-+k—gq, esto es, k=s4+q—n.

Cuando k corre de 0 a ¢ — 1, la nueva variable s corre de n — ¢ a n — 1. Entonces

n—1n—1—q n—1 n—1
(Qn(a*b)) E E wl*H9qb, + E E wlsHa=mg b,
q=0 s=0 q=0 s=n—q

Notamos que w,’" = 1 y juntamos las dos sumas sobre s en una:

[y
—_

(Q(axb)); = wﬁfﬂqasbq.

q

n—

Il
=)
Il
=)

S

Ahora separemos las sumatorias en la siguente forma:

(Qulaxh); = S wha, 3 with, = 3 ()0 S (), abs
= (Q, a) (Q, b) ((Qpa) © (an))j. ]
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El siguiente corolario simple muestra cémo calcular la convolucién discreta ciclica
utilizando la transformada discreta de Fourier, su inversa y el producto de vectores por

componentes.

16 Corolario. Sean a,b € C". Entonces

axb=Q"1((Qa)® (Q,b)).

(7)

En el lenguaje de MATLAB (o en sus andlogos libres GNU Octave, Scileb, FreeMat)

el lado derecho de (7) se puede escribir como la siguiente expresion:

ifft(fft(a) .~ fft (b))

Propiedades de la convolucién discreta ciclica

17 Proposicion. La operacion x en C" es asociativa y conmutativa. El vector

eo = [003]7,

es un elemento neutro bajo la operacion *.

Primera demostracion. Demostremos la propiedad asociativa. Sean a,b,c € C". Utiliza-

mos la férmula (1):

Lo que debemos demostrar es (a * b) x ¢ = a * (b * ¢), para ello mostraremos que entrada

a entrada los vectores son iguales.

7
—
3
|

—

n—1

((axb)*c); = Z(a # ) (j—p) mod nCp = Q[(j~p) mod n] g mod nDgCp-
p=0 p=0 ¢

I
=)
I
<)

Notemos que [(j — p) mod n] — ¢ mod n = (j — p — ¢) mod n. Entonces

n—1 n—1
((a*D)x*c); Z A(j—p—q) mod nDqCp-
p=0 ¢q=0
Por otro lado
n—1 n—1
(a * b * C Z A (j—k) mod n b * C) QA(j—k) mod n Z b(kfs) mod nCs-
k=0 s=0
Reindizamos s = p
n—1 n—1
(CL * (b * C))j = Q(j—k) mod nb(k—p) mod nCp-
k=0 p=0

Ahora reindizamos la primera sumatoria haciendo g = (k — p) mod n. Entonces

n—1 n—1 n—1 n—1
(ax(bxc)); = Q(j—an—g—p) mod nDgCp = Z Z A(j—p—q) mod nbyCp = ((@* b) * c);.
p=0 ¢=0 p=0 ¢=0
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Sequnda demostracion. La proposicion se demuestra facilmente usando el Teorema 15 y
la Proposicion 13. Por ejemplo, demostremos la propiedad asociativa. Sean a,b,c € C".
Entonces

Q,((axb)*c) = (Qu(axb)) ®(Qec) = ((Qa) © (2,0) © (2,0)
= (2,a) © ((20) ® (2,0)) = (Qa) © (2, (bxc))
=Q,(a

n(ax (bxc)).

Hemos utilizado 4 veces el Teorema 15 y una vez la propiedad asociativa de la operacion
®. Multiplicando ambos lados por la matriz 2! concluimos que (a*b)*c = ax(bxc). O

18 Ejercicio. Demostrar la propiedad conmutativa de la operacion * en C" usando la
definicion y cambios de variables convenientes.

19 Proposicion. FEl espacio vectorial complejo C", dotado con la operacion *, es una
algebra compleja asociativa conmutativa con identidad.

Demostracion. Es facil ver que la operacion * es distributiva con respecto a la adicion de
vectores y homogénea con respecto a la multiplicacion por escalares complejos. Las demés
propiedades ya estan demostradas en la Proposicion 17. O
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