Base discreta de Fourier

Objetivos. Definir la base discreta de Fourier y demostrar algunas de sus propiedades.
Requisitos. Raices de la unidad, sumas de las raices de la unidad, bases ortonormales.

En esta seccién suponemos que n € {1,2,...}.

1. Notacién w,, (repaso).

W, =e n
2. Definicién de los vectores fo, ..., fn_1.
Para todo j € {0,...,n — 1} definamos al vector f; € C" mediante la siguiente férmula:
1 —gk1n—1
fi= _[wn] ]k:o’

vn

3. “Ortogonalidad” de las potencias de las raices de la unidad (repaso).
Sean p,q € {0,...,n — 1}. Entonces

1 n—1
_ E wﬁpw;kq — .
n k=0

?

Producto interno canénico en C" (repaso).
Consideramos el espacio vectorial C" con el producto interno candnico (llamado también
producto punto):

n—1
Yu,v € C" (u,v)y = Zu_kvk.
k=0

Notamos que la funcién (-, -) es lineal con respecto al segundo argumento y lineal conju-
gada con respecto al primer argumento.

4. Teorema: el sistema de los vectores fg,..., f,_1 es ortonormal.
Demuestre los vectores fy, ..., f,_1 forman un sistema ortonormal, esto es, que para todos
p,q €40,...,n— 1} se cumple la igualdad

<fpv fq> = dpq-
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Vectores ortonormales son linealmente independientes (repaso).

Sea V' un espacio vectorial con producto interno. Si b, ..., b,,_1 un sistema ortonormal
de vectores en V', entonces se sabe que los vectores by, ..., b,,_1 son linealmente indepen-
dientes. Si ademas la cantidad de estos vectores coincide con la dimensién del espacio V,
entonces by, ..., b,,_1 es una base de V.

Base discreta de Fourier.
De lo anterior sigue que los vectores fy, ..., f,_1 forman una base ortonormal de C". La
llamamos la base de Fourier del espacio C™ o la base discreta de Fourier de orden n.

5. Coordenadas de un vector con respecto a una base ortonormal (repaso).

Sea V' un espacio vectorial con producto interno, sea by, ..., b,_1 una base ortonormal del
espacio V' y sea v € V. Entonces para todo j € {0,...,n — 1} la j-ésima coordenada del
vector v con respecto a la base by, ..., b,_1 se calcula por féormula:
Y
—_———
?

asi que el vector v se expande en una combinacién lineal de los vectores by, ..., b,_1 de la
siguiente manera:

n—1

v = bj.

<
I
<)
~

6. Coordenadas de un vector con respecto a la base discreta de Fourier.
Sea z € C™. Denotemos por Ag, ..., \,_1 a las coordenadas del vector z con respecto a la
base fo, ..., fn_1. Sea j € {0,...,n — 1}. Escriba A; como un producto interno:

/\j:< ) >7

luego como una suma usando la notacion w,:

i
L

i
o

. .y . . .-, ?
Recordando la definicién de w,, escriba la misma suma usando la notacién e':

n—1

A = >

J=0

Base discreta de Fourier, pagina 2 de 4



7. Expresién de un vector a través de sus coordenadas con respecto a la base
discreta de Fourier.

Sea z € C". Denotemos por Ag,...,\,_1 a las coordenadas de z con respecto a la base
discreta de Fourier. Entonces 2 es la combinacién lineal de los vectores f; con coeficientes
)\ji

n—1
z =
j=0 ?
Recuerde la definicién de los vectores fo, ..., fn,_1 y escriba la k-ésima componente del

vector z como cierta suma usando la notacién w,:
e

(2)

1
2k —
J=0

Relacion entre la base discreta de Fourier y la transformada dis-
creta de Fourier

8. Transformada Discreta de Fourier (repaso).
Recuerde la definicién de la Transformada Discreta de Fourier. Si z € C”, entonces

n—1
Fulz) =] L’=0'
k=0
Denotemos las componentes del vector F,(z) por 2(0),...,2(n — 1). Entonces para todo
j€{0,....,n—1}
n—1
2(J) =
k=0 4

9. Coordenadas de un vector con respecto a la base discreta de Fourier estan
relacionadas con la Transformada Discreta de Fourier de este vector.

Sea z € C" y sean Ay, ..., \,_1 las coordenadas de z con respecto a la base fy,..., fn_1.
Comparando las férmulas para \; y 2(j) vemos que

>\j: .
~—_———

?

Asi que el vector [)\j];l_l se expresa a través de F,,(z) de la siguiente manera:

=0

(] ;:ol = :

?
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Construcciéon de la transformada inversa
a la transformada discreta de Fourier
usando la base discreta de Fourier

10. Expresion de un vector a través de su transformada discreta de Fourier.
Sea z € C™ y sean )\, ..., \,_1 las coordendas de z con respecto a la base discreta de
Fourier. Recordamos la férmula (2) que permite expresar las componentes del vector z a
través de Ag, ..., A\p_1:

n—1
=)
j=0 ?
Tomando en cuenta la relacién entre \; y 2(j) exprese z;, a través de 2(0),...,2(n —1):
n—1
j=0 2

11. Férmula para la transformada inversa a la transformada discreta de Fou-
rier.
Si z € C"y w= F,(z), entonces por la férmula (3) tenemos

—_

n—

2k = wy .
——

?

.
Il
=)

Esto significa que la transformada inversa a la transformada discreta de Fourier actiia de
la siguiente manera:

i
L

k=0"

.
Il
=)
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