Matrices circulantes

Ejercicios

Objetivos. Estudiar matrices circulantes y su diagonalizaciéon por medio de la transfor-
mada discreta de Fourier.

Requisitos. Transformada discreta de Fourier, operaciones con matrices.

En esta seccién siempre suponemos que n € {1,2,...}.

Transformada Discreta de Fourier (repaso)

1. Notacién w,, (repaso). Usamos la notacion w,, del tema raices de la unidad:

_2m
Wy =€ n

2. “Ortogonalidad de las raices de la unidad”. Sean p,q € {0,...,n — 1}. Entonces

1A sip=gq;
- E Wbk = ’ ’
n

k=0

, sip#q.

Escriba la respuesta usando la delta de Kronecker:

-1
1 n
_ vk, \—qk __
- E Wy, W, = .
——
k=0

?

3. Matriz €2,, y su inversa (repaso). Escriba la definicién de la matriz de la transfor-
mada discreta de Fourier (normalizada):

= % [H,—/L,k:d

?

n—1

En otras palabras, €2, es una matriz cuadrada de orden n, y su entrada con indices (j, k)

es igual a
1

(Qn)j,kzﬁ ? :

Denotemos por €2 a la matriz adjunta (transpuesta conjugada) de €2,,. Demuestre que
Q0 =1,

Esto significa que la matriz €2, es unitaria.
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4. Base discreta de Fourier (repaso). Definimos los vectores fy, ..., f,—1 € C" me-
diante la regla:

1 n—1
fp = {_ ka} ‘
VAR P
Consideremos la base ordenada (fy,..., fn—1). Demuestre que esta base es ortonormal,
esto es,

<fp7 fq> = 5p7q‘

Matrices circulantes

5. Ejemplo. La forma general de una matriz circulante de orden 4 es la siguiente:

apg az Qo Qg
ay Qap az ag
s a1 Qg as
as ag a; Qo

Se ve que la matriz se determina completamente por la primera columna (més bien, por
la 0-ésima, porque en este tema es comodo numerar los renglones y columnas desde 0).
Si denotemos esta columna por a:

Qo
aq
a2
as

entonces la matriz escrita arriba se denota por Cy(a).
6. Ejemplo. Sea a € C°. Escriba la matriz Cs(a).

7. Definicién formal de la matriz circulante. Sea a € C" y sean p,q € {0,...,n—1}.
Escriba la férmula general para la entrada (p, ¢) de la matriz C,(a):

(Co(@))pg = { S

, sip<gq.
8. Diagonalizacion de circulantes por medio de la transformada discreta de

Fourier. Sea a € C". Calcule el producto

2,C,(a)S,.
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