Matrices Circulantes

Estos apuntes estan escritos por Dario Coutino Aquino, con sugerencias de Egor Maxi-
menko.

Objetivos. Estudiar matrices circulantes y su diagonalizaciéon mediante la transformada
discreta de Fourier.

Requisitos. Transformada discreta de Fourier, operaciones con matrices, raices de la
unidad y sus propiedades elementales.

En esta seccién siempre suponemos que n € {1,2,3,...}.

Transformada Discreta de Fourier (repaso)

1 Definicion. Se define w,, como

Es facil ver que w™ = 1 si, y s6lo si, n divide a m. Los ntimeros w®, w! ... w"! son

diferentes entre si y forman el conjunto solucién de la ecuacién z" = 1.

2 Proposiciéon (Ortogonalidad de las raices de la unidad). Sean p,q € {0,...,n — 1},
entonces

1 n—1
n Z Wﬁkw;qk = Opg- (2)
k=0

Demostracion. Si p = q, entonces wP™9 =1 y se tiene que:

n—1 n—1 n—1
1 _ 1 -~ 1
— E WPEIF = — N (PR = = 1=1.
n n n

k=0 k=0 k=0

Sip# qycomop,qé€ {0,...,n— 1} entonces |p — q| < n, por lo tanto n no divide a
p — ¢, el nimero w?? es distinto de 1, y

n-1 n-1 (p-a)n
1 1 11—-w 1-1
— E wPFw -k = — E WPk = Z - = = 0. O
n < o n k:O( n ) n 1—wh 1—wh™?

3 Definiciéon (Transformada Discreta de Fourier). Denotemos por €, a la siguiente
matriz:

0 == [l s ®)

En otras palabras, €2, es una matriz cuadrada de orden n, y su entrada con indices (j, k)

es igual a
1 .
() = —=wi” (4)

NG

Matrices Circulantes, pégina 1 de 6



La transformada lineal
r— Qx (x € C")

se llama la Transformada Discreta de Fourier, y la matriz €2, es la matriz asociada a la

Transformada Discreta de Fourier.

4 Observacion. El coeficiente Ln se necesita para que la matriz (), sea unitaria, véase
la Proposicién 6. Algunos autores definen la Transformada Discreta de Fourier sin este
coeficiente.

5 Observacion. En este tema es cémodo numerar las entradas de vectores y matrices
comenzando los indices desde 0.

Dada una matriz A, denotamos por A* su adjunta (transpuesta conjugada). Recorda-
mos que una matriz cuadrada A se llama unitaria si

AA* =1, = A"A.

6 Proposicién (Propiedad unitaria de la Transformada Discreta de Fourier). La matriz

Q,, es unitaria:
Q. =1, (5)

Demostracion. La propiedad unitaria de la matriz €2,, se obtiene directamente de la Pro-
posicion 2:

n—1 n—1 n—1
¥ X 1 _ 1 1 _
(g = S el s = X (= Y (2wt = 2wl =y, O

k=0 k=0 k=0
7 Definicién (Base discreta de Fourier). Definimos los vectores f, o, ..., fnn—1 mediante
la regla:
1 n—1
= || )
n,p \/ﬁ n Lo
Denotemos por F,, a la lista de vectores (fr.0,- -, fan—1)-

8 Observacién. Cada vector f, , de la Base discreta de Fourier, corresponde a la p-ésima
fila de la matriz asociada a la Tranformada Discreta de Fourier.

9 Proposicion. F,, es una base ortonormal del espacio C™.

Demostracion. De la Proposicién 2 se sigue que esta lista de vectores es ortonormal:

<fn,p> fn,q> = 5p,q-

La propiedad ortonormal implica la independencia lineal. Siendo una lista linealmente
independiente de n vectores en el espacio C" de dimension n, F,, es una base. O

Matrices Circulantes, pégina 2 de 6



Matrices circulantes

Primero daremos un ejemplo de una matriz circulante.

10 Ejemplo. La forma general de una matriz circulante de orden 5 es la siguiente:

Gy a4 az G2 ai
a1 ay a4 a3z a2
2 ai ap a4 ag

asz az a3 Gaog Q4

as az Qaz a1 Qo

Cada columna se obtiene de la anterior al hacer un desplazamiento ciclico hacia abajo.
Por consecuencia, la matriz se determina completamente por la primera columna (més
bien, por la 0-ésima, porque en este tema es comodo numerar los renglones y columnas
desde 0). Si denotamos esta columna por a:

Qo
a1
a = a9 5
as

Qa4

entonces la matriz escrita arriba se denota por Cs(a).
11 Ejercicio. Sea a € C*. Escriba la matriz Cy(a).

12 Definicién (Definicién formal de una matriz circulante). Sea a € C" y sean p,q €
{0,...,n — 1}, entonces la entrada (p, ¢) de una matriz circulante esta dada por:

Qp—q, si p>gq;
(Co(@))pg = red (7)

Antp—q> s1 D <4q.

Vamos a demostrar que el producto 2, C,,(a)§2} es una matriz diagonal. Antes de pasar
a la proposicién general, daremos un ejemplo.

13 Ejemplo. Sea a € C2, entonces

ag 1 ap + aq
Qoa = —

ay \/5 ag — ap

S
I
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Mostremos que el producto Q2C5(a)€2 es una matriz diagonal:

1 1 ag ap 1 1
QQCQ(G)Q:L = =
1 -1 a; Qg 1 -1
ap + a 0
0 ag — ap

= diag(V2 Qy(a)).

14 Proposicién (Diagonalizacion de matrices circulantes por medio de la transformada
discreta de Fourier). Sea a € C". Entonces

0,0 (a)S2;, = diag(v/n Qn(a)). (8)
En particular, los valores propios de Cy(a) son las entradas del vector v/n,(a).

Demostracion. Las matrices en ambos lados de (8) tienen el mismo tamano n x n. Pro-
bemos que entrada a entrada las matrices son iguales.
Primero determinamos la entrada (p,q) del producto \/iﬁCn(a)Q*'

n*

i
L

S OUANE S > (Culas)na =

separamos la suma en dos partes para aplicar la Definicion 12:

k=0 k= p+1

(Cr(a))patwy ™

0

SRS
il

S|

(Zw qkap E+ Z w,, am_p k)

k=p+1

S|

Reindizamos las sumatorias de la siguiente forma. En la primera sumatoria ponemos
s=p—k, esto es, k=p-—s.

Cuando k corre de 0 a p, la nueva variable s corre de p a 0:

En la segunda sumatoria ponemos

s=n+p—=k, esto es, k=n+p-—s.
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Cuando k corre de p+ 1 a n — 1, la nueva variable s corre de n — 1 a p+ 1:

k ‘p—i—l‘p—i—?‘...‘n—Z‘n—l

3:n+p—k‘n—1‘n—2‘...‘p+2 ‘p—l—l
Notemos que el orden de los sumandos en sumas finitas no es importante; por ejemplo, la
siguiente serie de igualdades siempre se satisface:
p
Yoo A=A 4 A+ A A+ A=A At A A=) A
ke{p,p—1,...,0} k=0
De lo anterior se sigue que:

1 (& p+1
(Cola)0)pg = = (Z asw; 1P 4 Z aswnq(n+ps)>
n
s=p

s=n—1

S-

1 P n—1
- (Z asw;q(p—s) + Z asw;q(nﬂa—S))

s=0 s=p+1
1 p n—1
— () 4p qs —qn qs
= nw" g asw, + w, E AWy,
s=0 s=p+1

Recordemos que si r = nk con k € Z, entonces w™ = 1; debido a esta propiedad desapa-
rece el factor w, 9", y las dos sumas se pueden unir en una:

n—1
1 —qp qs
= Ewn E Wy, Ag.
s=0

Acabamos de calcular la entrada (p, q) del producto \/LﬁCn(a)Q*'

n*

n—1
1 . 1 _ <
W(CH(G)Q,@)WZ - Ewn a» ZW?L Qs.- (9>
s=0

Segundo determinamos la entrada (p, ¢) del producto \/iﬁQnCn(a)Q;:
- (2Cn(a)2;) (Qn)pr—=(

nn n)pq — n)p,k
vn P4 — PEmn

utilizando la equacion 9:
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por la Proposicién 2, la suma sobre k es 9, 4

n—1 n—1
= % ; Wy as0pq = S2;(971)61,8%519,(1
= (2,0)¢0p g
= (diag(£2,a))p,q;

lo que demuestra que entrada a entrada las matrices son iguales. O

15 Definicion. Dado un vector a € C", denotemos por P, a la funcién polinomial C — C

definida mediante la regla
n—1

P,(z) = Z apzt.

k=0

16 Observacién. Muchos autores en vez de P,(z) escriben a(z). Este convenio es un
poco ambigtio, porque el simbolo a ya tiene dos significados:

1) a es una lista de nimeros complejos, es decir, una funcién {1,...,n} — C;
2) a es una funcién polinomial C — C.

Sin embargo, esta ambigiiedad por lo comin no causa conflictos, porque a; y a(z) se
escriben de maneras diferentes.

La funcién polinomial P, nos proporciona otra manera de escribir las componentes del
vector §2,a y los valores propios de C,(a):

n—1 n—1 n—1
1 . . .
(VnQua); = \/EZ(Qn)j,kak = \/ﬁz <%wﬁf) ap = Zakwflk = P,(w)).
k=0 k=0 k=0

De la Proposicion 14 obtenemos tres corolarios.

17 Corolario. Sea a € C™. Entonces los valores propios de Cy,(a) son los valores del
polinomio P, en las raices de la unidad:

Py (w?) (j€{0,...,n—1}).

18 Corolario. Sea a € C™. Entonces el determinante de C,(a) es el producto de los
valores del polinomio P, en las raices de la unidad:

n—1
det C,,(a) = H Py(w?).
=0
19 Corolario. Sea a € C". Entonces la matriz Cy,(a) es invertible si y solo si

Vie{0,...,n—1}  P,(w))#0.
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