Nucleo de Dirichlet

Objetivos. Estudiar varias definiciones equivalentes del nticleo de Dirichlet. Estudiar sus
propiedades elementales.

Requisitos. Sumas, suma de la progresion geométrica, formulas trigonométricas, férmulas
de Euler.

1. Primera definicién (por medio de una suma de cosenos). Para cada n €
{0,1,2,...} definimos la funcién D,,: R — R mediante la férmula

Dy(z) =142 cos(kz). (1)
k=1

2. Graficas de D,,. Escriba un programa en algin sistema de dlgebra computacional
(GNU Octave, Sage, Maxima, Python+Numpy, Wolfram Mathematica, MATLAB, etc.)
que muestre las gréficas de Dy, Dy y Ds. Por ejemplo, en MATLAB (o en GNU Octave)

puede usar el siguiente programa:

xs = -pi:(pi/100):pi;

dl =1+ 2 % cos(xs);

d2 = dl + 2 * cos(2 * xs);
d3 =d2 + 2 *x cos(3 * xs);
plot(dl);

plot(d2);

plot(d3);

3. Valor en el punto cero. Calcule D, (0).

4. Periodicidad. Demuestre que para cada m € Z y cada x € R,

D, (z + 2mn) = D,(z).
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Expresion del nicleo de Dirichlet por medio de una suma
de exponenciales con argumentos imaginarios

5. Dos maneras naturales de escribir una suma con indices negativos. Sean
a_1,...,a_, algunos nimeros complejos. Entonces su suma a_, + --- + a_; se puede

escribir como
n

a_1+---—|—a_n:Za_j. (2)

=1
Hagamos el de variable £ = —j. Cuando j toma los valores 1,2, ..., n, la variable nueva
k toma los valores
, e :
Los escribimos en el orden creciente:
e , .

Por la propiedad conmutativa de la adicién en C, el orden de los sumandos no es impor-
tante, por eso la suma se puede escribir de la siguiente manera:

§ a?77.

k=777

6. Segunda definicién del nicleo de Dirichlet. Demuestre que

Dy(z) =) e (3)

k=—n
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Deduccién de una férmula simple para el niicleo de Dirichlet:
camino complejo

Vamos a deducir una “férmula cerrada” (sin sin recursiones) para la funcién D, (z).
)
Veremos dos métodos: el “camino complejo” y el “camino real”.

7. Recuerde la férmula para la progresién geométrica (con ¢ # 1):

e 777

Zq = 07 (4)

m
k=0

8. Un truco para trabajar con exponenciales imaginarias. A menudo es ttil la
siguiente transformacion:

1 — el? — oiz/2 (e—ifv/2 _e“‘/Q) = el@/2 sen( )
S—— ~

? ?

9. Escriba D,,(x) en forma (3)), redizcala a una progresién geométrica:

777

Dy (z) = Z .

- k=0
? - ?

aplique la férmula . En el numerador y en el denominador de la fraccién obtenida
aplique el truco explicado en el Ejercicio [
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Deduccién de una férmula simple para el niicleo de Dirichlet:
camino real

10. Recuerde o deduzca de alguna manera la formula para el siguiente producto:

2 cos(a) sen(3) = sen( ) + sen( ). (5)

11. Escriba D3(z) en forma , multiplique ambos lados por sen 7, transforme los pro-
ductos por la férmula , simplifique la suma obtenida y despeje Ds3(x).

12. Generalice los célculos del ejercicio anterior a n natural.

13. Analice para cudles valores de x es vélida la férmula para D, (x) deducida en los
ejercicios anteriores. Calcule el limite de D, (x) cuando z tiende a los puntos donde se
anula el denominador.
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