Condicion del cociente
para la convergencia de series

Objetivos. Demostrar el teorema de d’Alembert sobre la convergencia de series de niime-
ros positivos en términos del comportamiento del cociente

A1

Qg

Prerrequisitos. Convergencia de series de ntimeros positivos, comparacion de dos series
de ntimeros positivos, el limite superior y el limite inferior de una sucesion.

Aplicaciones. Convergencia de series de potencias.

Teorema 1. Sea a € (0, +00)N0 y sea

T Af+1
u = lim sup .
k—o00 Qg

Siu <1, entonces Y 5o ax < +00.

Demostracion. Supongamos que u < 1. Pongamos

. Ap+1
by, = sup :
E>m QA

Recordemos que

. Ak+1 . Ak+1 .
limsup —— = inf sup —— = inf b,,.
k—so0 ag meNo g>m Ak meNg

Sea w € (u,1). Por ejemplo, podemos poner

u—+1
w = :
2
Por la definicion del infimo, existe m en Ny tal que b,, < w. Por lo tanto,
a
Vk € Ny A< w
Qg

Razonando por induccién matematica sobre k, con k > m, es facil ver que

Vk>m ag > ap,w.
(o, ¢] o0 o
Como Z a,w™ < 400, concluimos que Z ap < +oo'y Zak < +o00. O

Teorema 2. Sea a € (0, +00)N0 y sea

PN (7S |
v = lim inf .
k—oo ag

Siv > 1, entonces Y o ar = +00.

Ejercicio 3. Demostrar el teorema.
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