El producto de dos series de potencias convergentes

Objetivos. Demostrar que la convolucién de dos series formales corresponde al producto
de sus sumas, cuando las series convergen de manera absoluta.

Prerrequisitos. Convergencia y convergencia absoluta de series de potencias, féormula
de Cauchy-Hadamard, series formales.

Teorema 1. Sea a € CYo, h € CNo, c:=a* b, esto es,
J
cj = Z a;—kby.
k=0

Supongamos que las series a y b tienen radios de convergencia Ry y Ro, respectivamente,
donde Ry > 0 y Ry > 0. Pongamos Rs = min{ Ry, Ry}. Entonces, c tiene radios conver-
gencia > Rsz. Denotemos por f,g,h las sumas de las series correspondientes. Entonces,
para cada z con |z| < Rs,

Demostracion. Sea r < R3 y sea s tal que r < s < R3. Sabemos que existe M > 0 tal que

M M
lag| < —, o] < —.
s s

Para cada n en Ny, pongamos

n

P,(z) = Z apz®, Qn(z) = Z b2, Sn(z) = Z crzt.
k=0

k=0

Notamos que

PH(Z)QH(Z) - Sn(z) - Z ( Z Clj_kbk> Zj.

j=n+1 \k=j—n

Para z tal que |z| <,

[Pa(2)Qn(2) = Sa(2)] < Z n- % < (2)

T
j=n+1

La ultima expresion tiende a cero, cuando 7 — oco. Por lo tanto,

15n(2) = f(2)9(2)] < |Sn(2) = Pa(2)@n(2)| + [ Pa(2)@n(2) — f(2)g(2)] = 0.
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