Las funciones representables por series de potencias

son holomorfas

Objetivos. Demostrar que si una funcion se representa por una serie de potencias, en-

tonces esta funcién es holomorfa.

Prerrequisitos. Series de potencias, el teorema de Weierstrass sobre la convergencia

uniforme.
Lema 1.

lim Vk = 1.

k—o0

Demostracion. Para cada k en N, definimos
o = Vi —1.

Para cada k > 2, por el teorema del binomio,

-1
k= (1+a)" > (g) ap = —kz(kz2 )ai.

Por lo tanto,

y concluimos que oy — 0.

Observaciéon 2. Se sabe que si x;, — A, donde A > 0, entonces

lim sup(zyx) = Alimsup yy.

k—o00 k—oo

Lema 3. Sea k € N, k > 2. Definimos

k_ Lk
hi(w, z) = A $SES
w—z
Entonces,
k-1
hp(w, 2) = (w—2) Y j27twh 771
j=1
Si|z| < pylw| < p, entonces
k(k—1
e, 2)] < o — o T e

2
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Demostracion. Por un lado,

k—1 k—2
hi(w, z) = Z whmlym okl = Z whTm ™ (ke — 1) 2R
m=0 m=0

Por otro lado,

k—1 k—1 k—1
(w— 2) E G kI = g Gtk — E jlwkit
j=1 = j=1

<
—_

o

—2 k—2
= (m + 1)zmwhmt — Z mzmwh "t — (b — 1)1
m=1

3
]
o

k—2
— Z()wk—l 4 § mek—m—l _ (]f . 1>Zk—1
m=1

-2
— zmwkfmfl o (k’ o 1)21671.
0

E

3
]

Hemos demostrado (1). Ahora mostremos la cota superior:

k-1
[i(w, 2)| < |w—z| ) o2 =

J=1

k(k—1)

k—2
— 2. 0
5P w2

Proposicién 4. Sea 2 un subconjunto abierto de C, sea f: Q — C, sea a € ), sear >0
tal que D(a,r) C Q, y sea (ck)gen, € C" tal que

f(z) = cr(z —a)” (z € D(a,r)). (3)

k=

[en]

Entonces, la funcion f es derivable en D(a,r), y para cada z en D(a,r),

f(z) = Z kep(z —a) L. (4)
k=1
Demostracion. Sea R > 0 tal que

1
7= lim sup v/|cx|.

k—o0

Por el teorema de Cauchy—Hadamard sobre el radio de convergencia, la serie en el lado
derecho de (3) diverge para |z — a| > R. Por lo tanto, r < R.

Consideremos la serie
o0
E kew(z — a).
k=0
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Su radio de convergencia es R, porque

1
limsup V/k|cp| = —.

Concluimos que la serie en el lado derecho de (4) converge en D(a,r). Denotemos su suma
por g:

g(z) = Z kep(z —a)f? (z € D(a,r)).

Sea z € D(a,r). Elegimos p > 0 tal que |z—a| < p < r. Para cada w en D(z, p—|z—al),
consideremos la expresion

f(w) = f(2)

o 9.

q(w,z) =

Por la descomposicion de f y g en series,

= w—a)k — (2 —a)k =
q(w, z) = ch <( ) = ( ) —k(z—a)k_l) :chhk(w—a,z—a).

P (w—a)—(z—a)

Notamos que |z —a| < py |w —a| < |w — 2| + |z — a|] < p. Luego,
lg(w,2)] < Jw = 21 S el
k=2
Como p < r, la ultima serie converge. Concluimos que g(w, z) — 0 cuando w — z. O

Definicién 5. Sea (2 un subconjunto abierto de C y sea f: {2 — C. Se dice que f es
representable por series de potencias en () si para cada a en  cada r > 0 tales que
D(a,r) C Q, existe ¢ € CMo tal que

f(z) =) alz—a)* (2 € D(a,r)). (5)

Teorema 6. Sea €2 un subconjunto abierto de C y sea f: Q0 — C tal que f es representable
por series de potencias en ). Entonces, f es holomorfa y f' también es representable por
series de potencias en §2.

Corolario 7. En la notacion anterior, si se cumple (5), entonces

f*(a)
R

Cl —

En particular, esto significa que la sucesién ¢ se determina de manera unica por f y a.
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