Convergencia de series de niimeros positivos

Objetivos. Demostrar el criterio de convergencia de series de niimeros positivos, en térmi-
nos de acotaciéon de sus sumas parciales.

Prerrequisitos. El supremo de una sucesion.
Aplicaciones. Convergencia de dos series de niimeros positivos comparables.

Usamos la notacién -
R:=RU{—00,+0}.

Cuando hablamos del supremo o infimo de un conjunto A, contenido en R, por lo comun
lo tratamos como un subconjunto de R. A veces, si A C [0, 4+00), tratamos A como un
subconjunto de [0, +0o0].

Definicién 1 (el supremo de una sucesién de nimeros). Sea (ag)ren, € RY. Entonces,

sup ay, := sup a[Ny].
keNy

. s . . . =N
Proposicién 2 (el limite de una sucesién creciente, repaso). Sea (ax)ren, € R tal que
Vk € Ny ar < Qga1-

Entonces,
lim ap = sup ax.
k—oo keNy

Proposicién 3. Sea a € [0, +00). Definimos s € [0, +00)™°,

S = Zak (m c No)
Entonces,

mENy

o0
E ap = Sup Sp,.
k=0

En particular, la serie Y -, aj converge, si y solamente si, s es acotada.

Proposiciéon 4 (convergencia de dos series comparables de nimeros positivos). Sean
a,b € [0,+00)No. Supongamos que existe n en Ny tal que para cada k en Ny, si k > n,
entonces

ag S bk

Ademds, supongamos que la serie ), . by converge. Entonces, la serie ), . ax conver-
ge.
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Demostracion. Sean sy t las sucesiones de las sumas parciales correspondientes:

m m

Sm = Zak, tm = Zbk

k=0 k=0

Para cada m con m > n,

n—1 m m
=D @t ) =1t )
k=0 k=n k=n
m
< Sp—1+ Zbk =Sp—1 T lm —th1 = (Sn—l - tn—l) +tm.
k=n
Como la sucesién t es acotada, concluimos que la sucesion s es acotada.
Proposicién 5. Sean a,b € RY tales que
ap — bk - bk+l (k’ S No)

Entonces,

NE

ar = by — bpy1.

i
o

Ejemplo 6. Consideremos la serie

> 1
; (k+1)(k+2)

Notamos que
1 1 1

k+D)k+2) k+1 k+2

Por lo tanto,

i 1
; k+ 1) k:+2):1_m—+2’
Y [ee]
2 (k+1) k+2):1‘
k::()
Ejemplo 7.

- 1 - 1
Z(k:+2 SZM D+~
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