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Se considera con la operacién de multiplicacién de nimeros complejos.
Es un grupo conmutativo.

Se considera con la topologia inducida de C.

Es un espacio de Hausdorff compacto.

La multiplicacién es continua respecto a la topologia.

Resumen: T es un grupo compacto abeliano.
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El conjunto R/(aZ), donde a > 0

Recordemos que R con la operacién + es un grupo conmutativo.
Sea a > 0. Entonces aZ es un subgrupo de R.

a . s
Denotamos por = la congruencia médulo a:

a def

X=y = X —y € a’.

Es una relacién de equivalencia.

Las clases de congruencia son de la forma x + aZ, donde x € R.

R/(aZ) := el conjunto de las clases de congruencia.
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El grupo cociente R/(aZ), donde a > 0

La operacién + en R/(aZ) se puede definir por la siguiente regla:

X+Y={zeR: dxeX dyeY z=x+y}

Proposicién:

(x+aZ)+ (y + aZ) = (x + y) + aZ.

Esta férmula implica facilmente que R/(aZ) es un grupo conmutativo.
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Definimos A: R — T,

Por las propiedades de la funcién exp, es facil ver que

A[R] =T.
Mas aun,

2mix 2TXx

x € ker(A) <= exp =1 TG2TrZ < x¢€ azl.

Hemos mostrado que ker(A) = aZ.
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La isomorfia R/(aZ) ~ T

A:R—T,

Hemos mostrado que

Definimos T: R/(aZ) — T,
T(x + aZ) = A(x).

Por el primer teorema de isomorfismos, T es un isomorfismo.

Mini-tarea: demostrar que T es un homeomorfismo.
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Al revés, si f: R — C es una funcién a-periddica, definimos g: T — C,

g(A(x)) = f(x).
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Funciones continuas a-periddicas

Coper(R) ={f € C(R,C): VxeR f(x+a)=7F(x)}
Definimos =: C(T) — Cyper(R),

(Z(8)(x) = g(A(x)),

esto es,

E@)0) =& (exp 27”*) |

a

Mini-tarea: demostrar que =(g) es una biyeccién.
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El grupo Ry, y las funciones continuas 27-periodicas

Un caso particular es a = 2.
Usamos la notacién breve:

Ror =R/(27Z).
Gorper(R) = {f € C(R,C): VxeR f(x+2m)="Ff(x)}.

Por lo anterior, Cor_per(R) se puede identificar con C(T).
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La medida de Haar normalizada en T

Sea ug la medida de Lebesgue en R.

Sabemos que ug es invariante bajo las traslaciones:
pr(X +y) = pr(X) (v €R).

Denotamos por Bt la o-algebra de Borel en T.

Para cada A en Br,

vp(A) = %IU,R<{X €[0,2m): exp(ix) € A})

Ejercicio: demostrar que si A€ Bry t € T, entonces vyp(tA) = vp(A).



Integracién de funciones 27-periddicas

Ejercicio. Sea f: R — C una funcién Lebesgue-medible y tal que

/ |f| dur < +o0.
[0,27)

Sea X un subconjunto Lebesgue-medible de R, y sea y € R. Demostrar que

/ f dugr :/ f dur.
X+2m X

Sugerencia: empezar con las funciones simples.
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Para cada { en R, definimos n¢: R — T,
ne(x) = exp (2miéx).

Es fdcil ver que n¢ es un caracter de R.

Teorema (lo demostraremos después): cada caracter de R es de esta forma.
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Dado k en Z, definimos px: T — T,
pi(t) = t~.

Es facil ver que py es un caracter del grupo T.

Proposicién

Cada caracter del grupo T es de esta forma.
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Demostracion

Seao: T — T un caracter de T.
Definimos (: R — T,
¢(x) = a(exp(ix)).
Entonces
((x +y) = a(exp(i(x + y))) = o(exp(ix) exp(iy)) = o(exp(ix))o(exp(iy)) = C((x)((y).

Luego ¢ es un caracter de R, y existe £ en R tal que

((x) = exp(2miéx) (x € R).
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Demostracion

Hemos mostrado que
o(exp(ix)) = exp(2miéx).
Pongamos x = 2:
exp(4m3€i) = o(exp(27mi)) = o(1) = 1.
Luego existe k en Z tal que 47°¢ = 27k, esto es, & = %

Finalmente obtenemos o (exp(ix)) = exp(i kx), esto es,
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Las funciones basicas de Fourier

Hemos demostrado que los caracteres de T son de la forma
pi(t) =t

Convertimos estas funciones en funciones 2m-periddicas.

ok R—T, wk(x) = exp(kix).
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