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Objetivos:
@ repasar la definicién de la convergencia uniforme;

@ compararla con la convergencia puntual;

describir la convergencia uniforme en términos de la norma-supremo;

describir la convergencia uniforme en términos de los “conjuntos de no cercania":

Ale,n)i={xeX: |f(x)-g()>c},  Ble.k) = J Al n),
n>k



Prerrequsitos:

la definicion del limite;

la definicién de la convergencia puntual de una sucesién de funciones;

e la norma-supremo;

los conjuntos A(e, n), B(e, k) y sus propiedades.



@ Convergencia puntual y uniforme

© La convergencia uniforme y la seminorma-supremo

© Criterio en términos de A(e, n) y B(e, k)
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Sucesién de funciones

En este tema vamos a considerar una sucesion de funciones complejas (f,)nen

definidas en un conjunto X:
fn: X — C.

En otras palabras, para cada n en N tenemos f,, € CX.
Notacién breve: (f,)pen € (CXN.

También vamos a suponer que g: X — C.
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Definiciones de la convergencia puntual y uniforme

Definicién de la convergencia puntual (en todo el dominio X):

X def
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Definiciones de la convergencia puntual y uniforme

Definicién de la convergencia puntual (en todo el dominio X):

X def

Escribimos lo mismo con 4 cuantificadores:

fr—— g = VxeX Ve>0 JkeN Vn>k |fo(x)—g(x)| <e.

fo=—=2¢8 = Ve>0 JkeN Vn>k VxeX |fo(x)—g(x)| <e.




Convergencia puntual y uniforme uniforme

[e]e]e] le]ele]e]e]e)

Comparacion de la convergencia uniforme con la convergencia puntual

Proposicion

Sean (fa)nen € (CX)N y g € CX tales que

Entonces,
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Demostracion.

fpr=—g = Ve>0 JkeN Vn>k VxeX |f(x)—g(x)|<e
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Demostracion.
fpr=—g = Ve>0 JkeN Vn>k VxeX |f(x)—g(x)|<e

= Ve>0 JkeN VxeX Vn>k |fh(x)—gx)|<e
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Demostracion.
fpr=—g = Ve>0 JkeN Vn>k VxeX |f(x)—g(x)|<e

= Ve>0 JkeN VxeX Vn>k |fh(x)—gx)|<e

= Ve>0 VxeX FkeN Vn>k |f(x)—gx)|<e
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Demostracion.

fnﬁ = Ve>0 JkeN Vn>k VxeX |f(x)—g(x)|<e
= Ve>0 JkeN VxeX Vn>k |fh(x)—gx)|<e
= Ve>0 VxeX FkeN Vn>k |f(x)—gx)|<e
X
<— fp ——
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Ejemplo 1: convergencia uniforme

X=[0,7, fix)= Se”n(x), g(x) = 0.
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Ejemplo 1: convergencia uniforme

X=[0,7, fix)= Se”n(x), g(x) = 0.
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Ejemplo 1: convergencia uniforme

X=[0,7, fix)= Se”n(x), g(x) = 0.
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Ejemplo 1: convergencia uniforme

X =10, ], fo(x) = , g(x) =0.

X
Demostremos que f, = g.
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Ejemplo 1: convergencia uniforme

X =10, ], fo(x) = , g(x) =0.

X
Demostremos que f, = g.

Sea e > 0.
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Ejemplo 1: convergencia uniforme

X =10, ], fo(x) = , g(x) =0.

X
Demostremos que f, = g.

Sea € > 0. Pongamos
k= |1/e| +1.
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Ejemplo 1: convergencia uniforme

x=p K=" =0
Demostremos que f, =X> g.
Sea € > 0. Pongamos
k= |1/e| +1.

Entonces, para cada n > k y cada x en [0, 7|, tenemos que

|fa(x) — &(x)|
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Ejemplo 1: convergencia uniforme

x=p K=" =0
Demostremos que f, =X> g.
Sea € > 0. Pongamos
k= |1/e| +1.

Entonces, para cada n > k y cada x en [0, 7|, tenemos que

|f(x) — g(x)| =
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Ejemplo 1: convergencia uniforme

x=p K=" =0
Demostremos que f, =X> g.
Sea € > 0. Pongamos
k= |1/e| +1.

Entonces, para cada n > k y cada x en [0, 7|, tenemos que

[ sen(x)|

() — 800 = =
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Ejemplo 1: convergencia uniforme

x=p K=" =0
Demostremos que f, =X> g.
Sea € > 0. Pongamos
k= |1/e| +1.

Entonces, para cada n > k y cada x en [0, 7|, tenemos que

_lsen()l _

() — 800 = =
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Ejemplo 1: convergencia uniforme

x=p K=" =0
Demostremos que f, =X> g.
Sea € > 0. Pongamos
k= |1/e| +1.

Entonces, para cada n > k y cada x en [0, 7|, tenemos que

[ sen(x)|

1
n n

|fa(x) — &(x)| <
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Ejemplo 1: convergencia uniforme

x=p K=" =0
Demostremos que f, =X> g.
Sea € > 0. Pongamos
k= |1/e| +1.

Entonces, para cada n > k y cada x en [0, 7|, tenemos que

[ sen(x)|

<

() — 8(x) <
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Ejemplo 1: convergencia uniforme

x=p K=" =0
Demostremos que f, =X> g.
Sea € > 0. Pongamos
k= |1/e| +1.
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Ejemplo 1: convergencia uniforme

x=p K=" =0
Demostremos que f, =X> g.
Sea € > 0. Pongamos
k= |1/e| +1.

Entonces, para cada n > k y cada x en [0, 7|, tenemos que

|fa(x) — &(x)|
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Ejemplo 1: convergencia uniforme

X = [0, 7], (x) = senn(x)7
Demostremos que f, =X> g.
Sea € > 0. Pongamos
k= |1/e| +1.

Entonces, para cada n > k y cada x en [0, 7|, tenemos que

|fa(x) — &(x)|
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Ejemplo 2: convergencia puntual, pero no uniforme
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Ejemplo 2: convergencia puntual, pero no uniforme

g(x)=2.
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Ejemplo 2: convergencia puntual, pero no uniforme
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Ejemplo 2: convergencia puntual, pero no uniforme

X=R, filx)=——

Obviamente, para cada x en R,
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Ejemplo 2: convergencia puntual, pero no uniforme

2n

X:R, fn(X):m,

g(x)=2.

Mostremos que no se tiene la convergencia uniforme, esto es,



Convergencia puntual y uniforme
000000000 e

Ejemplo 2: convergencia puntual, pero no uniforme

2n

X:R, fn(X):m,

g(x)=2.

Mostremos que no se tiene la convergencia uniforme, esto es,

Jde >0
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Ejemplo 2: convergencia puntual, pero no uniforme

2n

X:R, fn(X):m,

g(x)=2.

Mostremos que no se tiene la convergencia uniforme, esto es,

Jde >0 Vk e N
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Ejemplo 2: convergencia puntual, pero no uniforme

2n

X:R, fn(X):m,

g(x)=2.

Mostremos que no se tiene la convergencia uniforme, esto es,

Jde >0 Vk e N dn > k
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Ejemplo 2: convergencia puntual, pero no uniforme

2n

X:R, fn(X):m,

g(x)=2.

Mostremos que no se tiene la convergencia uniforme, esto es,

Jde >0 Vk e N dn > k dx e R
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Ejemplo 2: convergencia puntual, pero no uniforme

2n

X:R, fn(X):m,

g(x)=2.

Mostremos que no se tiene la convergencia uniforme, esto es,

Je >0 Vk € N dn >k dx eR |fa(x) — g(x)| > e.
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Ejemplo 2: convergencia puntual, pero no uniforme

2n

X:R, fn(X):m,

g(x)=2.

Mostremos que no se tiene la convergencia uniforme, esto es,
Je >0 Vk € N dn >k dx eR |fa(x) — g(x)| > e.

Sea €= % . Dado k en N, pongamos n=k, x:= Vk .
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Ejemplo 2: convergencia puntual, pero no uniforme

2n

X:R, fn(X):m,

g(x)=2.

Mostremos que no se tiene la convergencia uniforme, esto es,
Je >0 Vk € N dn >k dx eR |fa(x) — g(x)| > e.

Sea €= % . Dado k en N, pongamos n=k, x:= Vk .
Entonces, f,(x) = fi(Vk) =1y

|fa(x) — g(x)| =
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Ejemplo 2: convergencia puntual, pero no uniforme

2n

X:R, fn(X):m,

g(x)=2.

Mostremos que no se tiene la convergencia uniforme, esto es,
Je >0 Vk € N dn >k dx eR |fa(x) — g(x)| > e.

Sea €= % . Dado k en N, pongamos n=k, x:= Vk .
Entonces, f,(x) = fi(Vk) =1y

() g0 = 1-2| =1 >
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La seminorma-supremo

Sea X un conjunto. Definimos Ngyp: CX — [0, +oc],

Nsyp(f) = sup |f(x)].
xeX
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La seminorma-supremo

Sea X un conjunto. Definimos Ngyp: CX — [0, +oc],

Nsyp(f) = sup |f(x)].
xeX

Es facil ver que Ns,p tiene las siguientes propiedades:
@ es subaditiva;
@ es absolutamente homogénea;

@ para cada f en CX, si Nsup(f) = 0, entonces f = 0.
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La seminorma-supremo

Sea X un conjunto. Definimos Ngyp: CX — [0, +oc],

Nsyp(f) = sup |f(x)].
xeX

Es facil ver que Ns,p tiene las siguientes propiedades:
@ es subaditiva;
@ es absolutamente homogénea;

@ para cada f en CX, si Nsup(f) = 0, entonces f = 0.

En general, no podemos afirmar que Ny, €s una norma,

porque
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La seminorma-supremo

Sea X un conjunto. Definimos Ngyp: CX — [0, +oc],

Nsyp(f) = sup |f(x)].
xeX

Es facil ver que Ns,p tiene las siguientes propiedades:
@ es subaditiva;
@ es absolutamente homogénea;

@ para cada f en CX, si Nsup(f) = 0, entonces f = 0.

En general, no podemos afirmar que Ny, €s una norma,

porque puede tomar el valor 4+o0.
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La norma-supremo

Sea X un conjunto.

Denotamos por B(X) al conjunto de todas las funciones acotadas X — C.
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La norma-supremo

Sea X un conjunto.

Denotamos por B(X) al conjunto de todas las funciones acotadas X — C.

Definimos || - ||sup: B(X) — [0, 4+00),

[ llsup := sup |F(x)].
xeX
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La norma-supremo

Sea X un conjunto.

Denotamos por B(X) al conjunto de todas las funciones acotadas X — C.

Definimos || - ||sup: B(X) — [0, 4+00),
IFllsup = sup |£(x)].
xeX

En otras palabras, || - ||sup €s la restriccién de Ngyp al conjunto B(X).

También restringimos el codominio, de [0, +o0] a [0, +00).
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La norma-supremo

Sea X un conjunto.

Denotamos por B(X) al conjunto de todas las funciones acotadas X — C.

Definimos || - ||sup: B(X) — [0, 4+00),
IFllsup = sup |£(x)].
xeX

En otras palabras, || - ||sup €s la restriccién de Ngyp al conjunto B(X).

También restringimos el codominio, de [0, +o0] a [0, +00).

Sabemos que B(X) con la norma || - [|sup €s un espacio de Banach.
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Convergencia uniforme en términos de la seminorma-supremo

Proposicion

Sea (fa)nen € (CX)N y sea g € CX. Entonces,

frh——g — nILn;o Nsyp(fn — g) = 0.
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Demostracion, =

Supongamos que f, X g. Queremos demostrar que lim Ngyp(f, —g) =0.
n—o0 n—oo
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Demostracion, =

Supongamos que f, X g. Queremos demostrar que lim Ngyp(f, —g) =0.
n—o0 n—oo

Sea € > 0. Usando la suposicién encontramos k en N tal que

Vn>k VxeX |fa(x) — g(x)| < g
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Demostracion, =

Supongamos que f, X g. Queremos demostrar que lim Ngyp(f, —g) =0.
n—o0 n—oo

Sea € > 0. Usando la suposicién encontramos k en N tal que
Vn>k VxeX |fa(x) — g(x)| < g
Pasando al supremo perdemos la desigualdad estricta:

Vn >k
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Demostracion, =

Supongamos que f, X g. Queremos demostrar que lim Ngyp(f, —g) =0.
n—o0 n—oo

Sea € > 0. Usando la suposicién encontramos k en N tal que
Vn>k VxeX |fa(x) — g(x)| < g
Pasando al supremo perdemos la desigualdad estricta:

Vn>k  suplfa(x) — g(x)| < .
xeX 2
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Demostracion, =

Supongamos que f, X g. Queremos demostrar que lim Ngyp(f, —g) =0.
n—o0 n—oo

Sea € > 0. Usando la suposicién encontramos k en N tal que
Vn>k VxeX |fa(x) — g(x)| < g
Pasando al supremo perdemos la desigualdad estricta:

Vn > k sup |fp(x) — g(x)| <
xeX

l\)\(")

Usamos el hecho que 5 < e: Vn> k Nsup(fn — g) < e.
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Demostracion, <

Supongamos que ngngo Nsup(fn — g) = 0.
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Demostracion, <

Supongamos que ngngo Nsup(fn — g) = 0.

X
Queremos demostrar que f, ——> g.
n—o0
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Demostracion, <

Supongamos que ngngo Nsup(fn — g) = 0.

X
Queremos demostrar que f, ——> g.
n—o0

Sea € > 0. Usando la suposicién encontramos k en N tal que
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Demostracion, <

Supongamos que ngngo Nsup(fn — g) = 0.

X
Queremos demostrar que f, ——> g.
n—o0
Sea € > 0. Usando la suposicién encontramos k en N tal que

Vn > k Neup(fn — g) < €.
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Demostracion, <

Supongamos que ngngo Nsup(fn — g) = 0.

X
Queremos demostrar que f, ——> g.
n—o0

Sea € > 0. Usando la suposicién encontramos k en N tal que

Vn > k Neup(fn — g) < €.

Por la definicién de sup, esto implica que
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Demostracion, <

Supongamos que ngngo Nsup(fn — g) = 0.

X
Queremos demostrar que f, ——> g.
n—o0

Sea € > 0. Usando la suposicién encontramos k en N tal que

Vn > k Neup(fn — g) < €.

Por la definicién de sup, esto implica que

Vn > k Vx € X [fa(x) — g(x)| < Neyp(fn — &) < .
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Ejemplo 1, anélisis con la norma-supremo

X=[0,7, fix)= Se”n(x), g(x) = 0.
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Ejemplo 1, anélisis con la norma-supremo

X=[0,7, fix)= Se”n(x), g(x) = 0.

En este ejemplo,

Para cada n en N, la funcién f, alcanza su maximo en el punto
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Ejemplo 1, anélisis con la norma-supremo

En este ejemplo,

Para cada n en N, la funcién f, alcanza su maximo en el punto %
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Ejemplo 1, anélisis con la norma-supremo

En este ejemplo,

Para cada n en N, la funcién f, alcanza su maximo en el punto %

Por eso
17 — &llsup =
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Ejemplo 1, anélisis con la norma-supremo

En este ejemplo,

Para cada n en N, la funcién f, alcanza su maximo en el punto %

Por eso )
T

I~ elue = £ (5 ) = 7
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Ejemplo 1, anélisis con la norma-supremo

En este ejemplo,

Para cada n en N, la funcién f, alcanza su maximo en el punto %

Por eso )
T

I~ elue = £ (5 ) = 7

0,
Como lim ||f, — gl|sup = 0, concluimos que f, Lo, g.
n—00
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Ejemplo 2, anélisis con la norma-supremo
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Ejemplo 2, anélisis con la norma-supremo

Como h, es par y creciente,

[hnllsup =
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Ejemplo 2, anélisis con la norma-supremo

2n
X=R  fl)=—""g  gl)=2
Consideramos la funcidn
2n 2x2
hn(X) :‘fn(X)—g(X)‘: _n+x2 = n+ x2
Como h, es par y creciente,
[Anllsup = sup  |ha(x)[ =

x€[0,+00)
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Ejemplo 2, anélisis con la norma-supremo

2n
X=R  fl)=—""g  gl)=2
Consideramos la funcidn
2n 2x2
hn(X) - \f,,(x)—g(x)\ — s n+ x2 - n+ x2
Como h, es par y creciente,
lhnllsup = sup  |ha(x)] = lim hp(x) = 2.

x€[0,400) X400
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Ejemplo 2, anélisis con la norma-supremo

2n
X=R  fl)=—""g  gl)=2
Consideramos la funcidn
2n 2x2
hn(X) :‘fn(X)—g(X)‘: _n+x2 = n+ x2
Como h, es par y creciente,
Inllan = s Ao = lim_ha(x) =2

Resumen: ||f, — gl|sup = 2 para cada n.
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Ejemplo 2, anélisis con la norma-supremo

Como h, es par y creciente,

hpllsup =  sup  |ha(x)| = lim hy(x) = 2.
lnllsn = _sup_1ha()] = lim._n()

Resumen: ||, — g||sup = 2 para cada n. Esta sucesién no tiende a 0 cuando n — oc.



uniforme La convergencia uniforme y la seminorma-supremo

000000000

Ejercicio. Sea f: X — C y sea a € X. Muestre que

[f(a)] < Nsup(f)-
Ejercicio. Sean (f,)nen € (CX)N, g € CX, a € X. Muestre que

fn(a) — g(a)| < Nsup(fn — &)

Ejercicio. Usando el resultado del ejercicio anterior muestre que la convergencia

uniforme implica la convergencia puntual.



Criterio en términos de A
0000000000000 0

© Criterio en términos de A(e, n) y B(e, k)



Criterio en términos de A(e, n) y B(e, k)
O@000000000000

Definicién de los “conjuntos de no cercania”

Sean X un conjunto, f,: X > CparacadanenN, g: X — C.

Definimos
A(g, n) = {x € X: |fa(x) —g(x)| > 5},

B(e, k) == |J A(e, n),

n>k
C(e) = () Ble, k),
keN
D= | C(e).

e>0



Criterio en términos de A(e, n) y B(e, k)
00@00000000000

D es el conjunto de no convergencia

fr(x) — g(x) — Ve>0 JkeN Vn>k |f(x)—g(x)| <e.



Criterio en términos de A(e, n) y B(e, k)
00@00000000000

D es el conjunto de no convergencia

fr(x) — g(x) — Ve>0 JkeN Vn>k |f(x)—g(x)| <e.

Luego

folx) == g(x)

n—o0



Criterio en términos de A(e, n) y B(e, k)
00@00000000000

D es el conjunto de no convergencia

fr(x) — g(x) — Ve>0 JkeN Vn>k |f(x)—g(x)| <e.

Luego

fo(x) —— g(x) = Je>0 VkeN In>k |f(x)—g(x)|>¢

n—o0



Criterio en términos de A(e, n) y B(e, k)
00@00000000000

D es el conjunto de no convergencia

fr(x) — g(x) — Ve>0 JkeN Vn>k |f(x)—g(x)| <e.

Luego
fo(x) —— g(x) = Je>0 VkeN In>k |f(x)—g(x)|>¢

= XEU ﬂ UA(E,I‘I)

e>0 keN n>k



Criterio en términos de A(e, n) y B(e, k)
00@00000000000

D es el conjunto de no convergencia

fr(x) — g(x) — Ve>0 JkeN Vn>k |f(x)—g(x)| <e.

Luego

fo(x) —— g(x) = Je>0 VkeN In>k |f(x)—g(x)|>¢

n—o0

= xelJ N UAEn) = x € D.
e>0 keN n>k



Criterio en términos de A(e, n) y B(e, k)
00@00000000000

D es el conjunto de no convergencia

fr(x) — g(x) — Ve>0 JkeN Vn>k |f(x)—g(x)| <e.

Luego

fo(x) —— g(x) = Je>0 VkeN In>k |f(x)—g(x)|>¢

n—o0

= xelJ N UAEn) = x € D.
e>0 keN n>k

Proposicién (D es el conjunto de no convergencia)

{x € X: fp(x) = g(x)} = D.

n—oo




Criterio en términos de A(e, n) y B(e, k)
0O00@0000000000

Criterio de convergencia puntual en términos del conjunto D

Proposiciéon




Criterio en términos de A(e, n) y B(e, k)
[e]e]e]e] Jele]e]elo]e]e]e]e)

Criterio de convergencia uniforme en términos de B(e, k)

Proposiciéon

f=——g¢g = Ve>0 3keN  B(e,k)=2.

n—oo




Criterio en términos de A(e, n) y B(e, k)

0O0000®00000000

Demostracion.



Criterio en términos de A(e, n) y B(e, k)

0O0000®00000000

Demostracion.

f,=sg = Ve>0 JFkeN VYn>k VxeX |f(x)—gx) <e



Criterio en términos de A(e, n) y B(e, k)

0O0000®00000000

Demostracion.

f,=sg = Ve>0 JFkeN VYn>k VxeX |f(x)—gx) <e



Criterio en términos de A(e, n) y B(e, k)

0000000000000
Demostracion.

f, = g Ve>0 JkeN Vn>k VxeX |f(x)—gx)|<e

Ve>0 JkeN Vn>k ¥xeX x¢&A,n)

1t



Criterio en términos de A(e, n) y B(e, k)

0000000000000
Demostracion.

f, = g Ve>0 JkeN Vn>k VxeX |f(x)—gx)|<e

Ve>0 JkeN Vn>k ¥xeX x¢&A,n)

1t

Ve>0 JkeN VxeX Vn>k x¢&A(n)



Criterio en términos de A(e, n) y B(e, k)

Demostracion.
f, = g Ve>0 JkeN Vn>k VxeX |f(x)—gx)|<e
Ve>0 JkeN Vn>k ¥xeX x¢&A,n)

Ve>0 JkeN VxeX Vn>k x¢&A(n)

1117



Criterio en términos de A(e, n) y B(e, k)

0000000000000
Demostracion.

f, = g Ve>0 JkeN Vn>k VxeX |f(x)—gx)|<e
Ve>0 JkeN Vn>k ¥xeX x¢&A,n)

Ve>0 JkeN VxeX Vn>k x¢&A(n)

1117

Ve>0 JkeN VxeX =(3In>k xeAe,n))



Criterio en términos de A(e, n) y B(e, k)

0000000000000
Demostracion.

f, = g Ve>0 JkeN Vn>k VxeX |f(x)—gx)|<e
Ve>0 JkeN Vn>k ¥xeX x¢&A,n)
Ve>0 JkeN VxeX Vn>k x¢&A(n)

Ve>0 JkeN VxeX =(3In>k xeAe,n))

[ N A



Criterio en términos de A(e, n) y B(e, k)

0000000000000
Demostracion.

f, = g Ve>0 JkeN Vn>k VxeX |f(x)—gx)|<e
Ve>0 JkeN Vn>k ¥xeX x¢&A,n)
Ve>0 JkeN VxeX Vn>k x¢&A(n)

Ve>0 JkeN VxeX =(3In>k xeAe,n))

[ N A

Ve>0 JkeN VxeX =(xe B(ek))



Criterio en términos de A(e, n) y B(e, k)

0000000000000
Demostracion.

f, = g Ve>0 JkeN Vn>k VxeX |f(x)—gx)|<e
Ve>0 JkeN Vn>k ¥xeX x¢&A,n)
Ve>0 JkeN VxeX Vn>k x¢&A(n)
Ve>0 JkeN VxeX =(3In>k xeAe,n))

Ve>0 JkeN VxeX =(xe B(ek))

ft11111d



Criterio en términos de A(e, n) y B(e, k)

0000000000000
Demostracion.

f, = g Ve>0 JkeN Vn>k VxeX |f(x)—gx)|<e
Ve>0 JkeN Vn>k ¥xeX x¢&A,n)
Ve>0 JkeN VxeX Vn>k x¢&A(n)
Ve>0 JkeN VxeX =(3In>k xeAe,n))

Ve>0 JkeN VxeX =(xe B(ek))

ft11111d

Ve>0 JkeN VxeX x¢B(ek)



Criterio en términos de A(e, n) y B(e, k)

0000000000000
Demostracion.

f, = g Ve>0 JkeN Vn>k VxeX |f(x)—gx)|<e
Ve>0 JkeN Vn>k ¥xeX x¢&A,n)
Ve>0 JkeN VxeX Vn>k x¢&A(n)
Ve>0 JkeN VxeX =(3In>k xeAe,n))
Ve>0 JkeN VxeX =(xe B(ek))

Ve>0 JkeN VxeX x¢B(ek)

[ A A A



Criterio en términos de A(e, n) y B(e, k)

0000000000000
Demostracion.

f, = g Ve>0 JkeN Vn>k VxeX |f(x)—gx)|<e

Ve>0 JkeN Vn>k ¥xeX x¢&A,n)
Ve>0 JkeN VxeX Vn>k x¢&A(n)
Ve>0 JkeN VxeX =(3In>k xeAe,n))
Ve>0 JkeN VxeX =(xe B(ek))

Ve>0 JkeN VxeX x¢B(ek)

[ A A A

Ve>0 JkeN B(e k) =o.



Criterio en términos de A(e, n) y B(e, k)
0O00000e0000000

Ejemplo 2, anélisis con A(e, n) y B(e, k)

2n 2x2
X =R, fo(x) = nrx2 g(x) =2, hn(x) = [fa(x) — g(x)| = nrx2
x € A(e, n) = ha(x) > ¢ = 2x2>ex?+en
= (2—¢e)x® > en.

Luego



Criterio en términos de A(e, n) y B(e, k)
0O000000e000000

Ejemplo 2, anélisis con A(e, n) y B(e, k)




Criterio en términos de A(e, n) y B(e, k)
0O000000e000000

Ejemplo 2, anélisis con A(e, n) y B(e, k)

, e>2.

En este ejemplo, para cada ¢ fijo, la sucesion (A(e, n))nen es



Criterio en términos de A(e, n) y B(e, k)
0O000000e000000

Ejemplo 2, anélisis con A(e, n) y B(e, k)

, e>2.

En este ejemplo, para cada ¢ fijo, la sucesién (A(e, n))nen es decreciente. Por eso

B(e, k) = Ej A(e,n) =
n=k



Criterio en términos de A(e, n) y B(e, k)
0O000000e000000

Ejemplo 2, anélisis con A(e, n) y B(e, k)

, e>2.

En este ejemplo, para cada ¢ fijo, la sucesién (A(e, n))nen es decreciente. Por eso

B(e, k) = Ej A(e, n) = Ale, k).
n=k



Criterio en términos de A(e, n) y B(e, k)
[e]e]e]e]e]ele]e] Joe]e]e]e)

Ejemplo 2, anélisis con A(e, n) y B(e, k)

o, e > 2.

B(e, k) = {(_OO’_ = {\/E’Jroo)a 0<e<2;

En particular, para e =1,
VkeN  B(e, k) = (—oo0, —Vk] U [Vk, +0) # @.

Hemos comprobado que no se tiene la convergencia uniforme.



Criterio en términos de A(e, n) y B(e, k)
0000000000000

Ejemplo 2, anélisis con A(e, n) y B(e, k)

B(e, k) = (—oo,— ﬁ}u{\/gd-oo), 0<e<2;

, €>2.



Criterio en términos de A(e, n) y B(e, k)
0000000000000

Ejemplo 2, anélisis con A(e, n) y B(e, k)

B(e, k) = {(—oo,— 21%} U [\/ga-i-oo), 0<e<2;

, €>2.

Si e € (0,2) esta fijo,

k—o00 2—¢



Criterio en términos de A(
0000000000000

Ejemplo 2, anélisis con A(e, n) y B(e, k)

B(e, k) = {(—oo,— 21%} U [\/ga-i-oo), 0<e<2;

, €>2.

Si e € (0,2) esta fijo,




Criterio en términos de A(e, n) y B(e, k)
0000000000000

Ejemplo 2, anélisis con A(e, n) y B(e, k)

B(e, k) = {(—oo,— 21%} U [\/ga-i-oo), 0<e<2;

, €>2.
Si e € (0,2) esta fijo,
) ke
lim
k—=oco \| 2 — ¢

= + 00.
Luego, dado € > 0, no hay ningiin punto que pertenezca a todos los conjuntos B(g, k):

C(e)



Criterio en términos de A(e, n) y B(e, k)
0000000000000

Ejemplo 2, anélisis con A(e, n) y B(e, k)

B(e, k) = {(—oo,— 21%} U [\/ga-i-oo), 0<e<2;

, €>2.
Si e € (0,2) esta fijo,
) ke
lim
k—=oco \| 2 — ¢

= + 00.
Luego, dado € > 0, no hay ningiin punto que pertenezca a todos los conjuntos B(g, k):

Cle) =



Criterio en términos de A(e, n) y B(e, k)
0000000000000

Ejemplo 2, anélisis con A(e, n) y B(e, k)

B(e, k) = {(—oo,— 21%} U [\/ga-i-oo), 0<e<2;

, €>2.
Si e € (0,2) esta fijo,
) ke
lim
k—=oco \| 2 — ¢

= 4 00.

Luego, dado € > 0, no hay ningiin punto que pertenezca a todos los conjuntos B(g, k):

Ce)= () Ble, k) =

keN



Criterio en términos de A(e, n) y B(e, k)
0000000000000

Ejemplo 2, anélisis con A(e, n) y B(e, k)

B(e, k) = {(—oo,— 21%} U [\/ga-i-oo), 0<e<2;

, €>2.
Si e € (0,2) esta fijo,
) ke
lim
k—=oco \| 2 — ¢

= 4 00.

Luego, dado € > 0, no hay ningiin punto que pertenezca a todos los conjuntos B(g, k):

C(e) = ﬂ B(e, k) = o.

keN

Finalmente, D



Criterio en términos de A(e, n) y B(e, k)
0000000000000

Ejemplo 2, anélisis con A(e, n) y B(e, k)

B(e, k) = {(—oo,— 21%} U [\/ga-i-oo), 0<e<2;

, €>2.
Si e € (0,2) esta fijo,
) ke
lim
k—=oco \| 2 — ¢

= 4 00.

Luego, dado € > 0, no hay ningiin punto que pertenezca a todos los conjuntos B(g, k):

C(e) = ﬂ B(e, k) = o.

keN

Finalmente, D =



Criterio en términos de A(e, n) y B(e, k)
0000000000000

Ejemplo 2, anélisis con A(e, n) y B(e, k)

B(e, k) = {(—oo,— 21%} U [\/ga-i-oo), 0<e<2;

, €>2.
Si e € (0,2) esta fijo,
) ke
lim
k—=oco \| 2 — ¢

= 4 00.

Luego, dado € > 0, no hay ningiin punto que pertenezca a todos los conjuntos B(g, k):

C(e) = ﬂ B(e, k) = o.

keN

Finalmente, D = (.- C(¢)



Criterio en términos de A(e, n) y B(e, k)
0000000000000

Ejemplo 2, anélisis con A(e, n) y B(e, k)

B(e, k) = {(—oo,— 21%} U [\/ga-i-oo), 0<e<2;

, €>2.
Si e € (0,2) esta fijo,
) ke
lim
k—=oco \| 2 — ¢

= 4 00.

Luego, dado € > 0, no hay ningiin punto que pertenezca a todos los conjuntos B(g, k):

C(e) = ﬂ B(e, k) = o.

keN

Finalmente, D = [J.-o C(e) =



Criterio en términos de A(e, n) y B(e, k)
0000000000000

Ejemplo 2, anélisis con A(e, n) y B(e, k)

B(e, k) = {(—oo,— 21%} U [\/ga-i-oo), 0<e<2;

, €>2.
Si e € (0,2) esta fijo,
) ke
lim
k—=oco \| 2 — ¢

= 4+ 00.

Luego, dado € > 0, no hay ningiin punto que pertenezca a todos los conjuntos B(g, k):

C(e) = ﬂ B(e, k) = o.

keN

Finalmente, D = [J.-o C(e) = @.



Criterio en términos de A(e, n) y B(e, k)
0000000000000

Ejemplo 2, anélisis con A(e, n) y B(e, k)

B(e, k) = {(—oo,— 21%} U [\/ga-i-oo), 0<e<2;

, €>2.
Si e € (0,2) esta fijo,
) ke
lim
k—=oco \| 2 — ¢

= 4 00.

Luego, dado € > 0, no hay ningiin punto que pertenezca a todos los conjuntos B(g, k):

C(e) = ﬂ B(e, k) = o.

keN

Finalmente, D = [J.-o C(e) = @. Hemos comprobado que f, B, g.



Criterio en términos de A(e, n) y B

0000000000800 0

Ejercicio.
Demostrar que la convergencia uniforme implica la convergencia puntual,

razonando en términos de B(e, k), C(e) y D.



Criterio en términos de A(e, n) y B(e, k)
0000000000080 0

Proposicién (criterio de convergencia uniforme fuera de un conjunto)

Sean (f)nen € (CX)N, g € CX, Y C X. Entonces,

fr=—=2g8 = Ve >0 Jk e N B(e,k) C Y.




Criterio en términos de A(e, n) y B(e, k)

000000000000 e0

Demostracion.



Criterio en términos de A(e, n) y B(e, k)

000000000000 e0

Demostracion.

< Ve>0 JkeN Vn>k ¥xeX\Y |[f(x)—gx)|<e



Criterio en términos de A(e, n) y B(e, k)

000000000000 e0

Demostracion.

< Ve>0 JkeN Vn>k ¥xeX\Y |[f(x)—gx)|<e

—



Criterio en términos de A(e, n) y B(e, k)

000000000000 e0

Demostracion.

< Ve>0 JkeN Vn>k ¥xeX\Y |[f(x)—gx)|<e

— Ve>0 3JkeN Vn>k VYxeX ( = )



Criterio en términos de A(e, n) y B(e, k)

000000000000 e0

Demostracion.

< Ve>0 JkeN Vn>k ¥xeX\Y |[f(x)—gx)|<e

= V>0 FKEN ¥n>k ¥xeX (xg¢Y = x¢A@En)



Criterio en términos de A(e, n) y B(e, k)

000000000000 e0

Demostracion.

< Ve>0 JkeN Vn>k ¥xeX\Y |[f(x)—gx)|<e

= V>0 FKEN ¥n>k ¥xeX (xg¢Y = x¢A@En)

<~



Criterio en términos de A(e, n) y B(e, k)

000000000000 e0

Demostracion.

< Ve>0 JkeN Vn>k ¥xeX\Y |[f(x)—gx)|<e

= V>0 FKEN ¥n>k ¥xeX (xg¢Y = x¢A@En)

& Ve>0 JkeN Vn>k VxeX ( = )



Criterio en términos de A(e, n) y B(e, k)

000000000000 e0

Demostracion.

< Ve>0 JkeN Vn>k ¥xeX\Y |[f(x)—gx)|<e

= V>0 FKEN ¥n>k ¥xeX (xg¢Y = x¢A@En)

< Ve>0 JkeN Vn>k ¥VxeX (xEA(E,n) = xeY)



Criterio en términos de A(e, n) y B(e, k)

000000000000 e0

Demostracion.
Ve>0 JkeN Vn>k VxeX\Y |f(x)—gx)|<e

<~

= V>0 FKEN ¥n>k ¥xeX (xg¢Y = x¢A@En)
“ V¥e>0 FkeN Vn>k ¥xeX (x€Alen) = xcY)
<



Criterio en términos de A(e, n) y B(e, k)

000000000000 e0

Demostracion.

Ve>0 JkeN Vn>k VxeX\Y |f(x)—gx)|<e
Ve>0 FKEN Wn>k ¥xeX (x¢Y = x¢A@n)
¥e>0 FkeN Vn>k ¥xeX (xcAln) = xcY)

Ve>0 3JkeN Vn>k AlnCY



Criterio en términos de A(e, n) y B(e, k)

000000000000 e0

Demostracion.

Ve>0 JkeN Vn>k VxeX\Y |f(x)—gx)|<e

Ve>0 FKEN Wn>k ¥xeX (x¢Y = x¢A@n)

<~
<~
“ V¥e>0 FkeN Vn>k ¥xeX (x€Alen) = xcY)
< Ve>0 JkeN Vn>k Al,nCY

=



Criterio en términos de A(e, n) y B(e, k)

000000000000 e0

Demostracion.

Ve>0 JkeN Vn>k VxeX\Y |f(x)—gx)|<e

Ve>0 FKEN Wn>k ¥xeX (x¢Y = x¢A@n)

<~
<~
“ V¥e>0 FkeN Vn>k ¥xeX (x€Alen) = xcY)
< Ve>0 JkeN Vn>k Al,nCY

=

Ve>0 FkeN [JAEnCY
n>k



Criterio en términos de A(e, n) y B(e, k)

000000000000 e0

Demostracion.

Ve>0 JkeN Vn>k VxeX\Y |f(x)—gx)|<e

Ve>0 FKEN Wn>k ¥xeX (x¢Y = x¢A@n)

<~
<~
“ V¥e>0 FkeN Vn>k ¥xeX (x€Alen) = xcY)
< Ve>0 JkeN Vn>k Al,nCY

=

Ve>0 FkeN [JAEnCY
n>k

!



Criterio en términos de A(e, n) y B(e, k)

000000000000 e0

Demostracion.

Ve>0 JkeN Vn>k VxeX\Y |f(x)—gx)|<e

Ve>0 FKEN Wn>k ¥xeX (x¢Y = x¢A@n)

<~
<~
“ V¥e>0 FkeN Vn>k ¥xeX (x€Alen) = xcY)
< Ve>0 JkeN Vn>k Al,nCY

=

Ve>0 FkeN [JAEnCY
n>k

!

Ve>0 3keN B(e,k)CY.



ountual y uniforme a a uniforme y la seminorma o Criterio en términos de A(e, n) y B

0000000000000 e

Hemos estudiado el concepto de la convergencia uniforme.

Es uno de varios modos de convergencia.




	Convergencia puntual y uniforme
	La convergencia uniforme y la seminorma-supremo
	Criterio en términos de A(eps, n) y B(eps, k)

