Aproximacion uniforme de funciones continuas
por polinomios trigonométricos

Objetivos. Demostrar que cada funcién R — C continua y 27-peridédica se puede apro-
ximar uniformemente por polinomios trigonométricos.

Requisitos. El nicleo de Fejér, convolucién periddica (ciclica), nicleos aproximativos.

Convolucién periddica (repaso breve)

1. Funciones 27w-periddicas integrables sobre intervalos de longitud 27. Deno-
tamos por Ly (R) a las funciones R — C que son Lebesgue-medibles, 2m-periddicas y
p-integrables sobre el intervalo [0, 27).

2. La convolucién periédica (repaso breve). Dadas dos funciones f € L) (R) y
g € LY (R), denotamos por f * g su convolucion periddica:

(F +9)6) = o= [ 16 =gl dutn). 1)

3. Monomios y polinomios trigonométricos. Para cada k en Z, denotamos por ¢y a
la funcién R — C definida mediante la regla

o ki
Las funciones ¢y, se llaman monomios trigonométricos. Combinaciones lineales finitas de
funciones ¢y se llaman polinomios trigonométricos.

4. Proposicién (convolucién de una funcién con un monomio trigonométrico).
Sean f € L} _(R) y k € Z. Entonces

or* f = [ror,

donde fj es el k-ésimo coeficiente de Fourier de f:

27
fo = %/f(@) e *i0 qp.
0

Demostracion.
2T

wwﬂ@w=1/&“%ﬂmw=nm@. 0

o
0

5. Proposicién (convolucién de una funcién con un polinomio trigonométrico es
un polinomio trigonométrico). Sea f € L} (R) y sea g un polinomio trigonométrico.
Entonces f * g también es un polinomio trigonométrico.

Demostracion. Sale de la Proposicién 4 y del hecho que la convolucién es una operacion
lineal con respecto a cada uno de sus dos argumentos. O
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Ntcleos aproximativos

6. Definicién (nicleo aproximativo). Una sucesiéon de funciones (K,)5°, se llama
niucleo aproximativo de funciones 27-periddicas, si las funciones K, estan definidas en R,
son 2m-periddicas, y se satisfacen las siguientes propiedades:

(NA1) sup || K120 < +00.

n€Np
1
(NA2) Para cada n € Ny, Q_/K" dp = 1.
T

(NA3) Para cada § > 0,
lim | K| dup = 0.

n—oo

(8,27—35)

7. Definicién (sucesién de Dirac). Algunos autores (por ejemplo, Serge Lang) utilizan
las palabras sucesion de Dirac para hablar de nicleos aproximativos positivos. En este
caso se supone adicionalmente que K, (0) > 0 para cada n € Ny y cada 6 € R, y la
condicién (NA1) se puede omitir porque sale como corolario de (NA2).

oo

8. Nicleo de Fejér (repaso breve). Asi llamamos la sucesién de funciones (®,,)5°,

definidas mediante las siguientes férmulas equivalentes:

®,(0) = zn: (1 - |nﬁ> Ml = nz% (1 — |i|> 1o (2)

k=—n k=—n+1
L n—1
:1+22(1——)COS/€9 )=1+2 <1——)cos(k;8) (3)
n
k=1
sen nh *
1 2
n 0 |- 4)
sen —
2

9. Teorema: el nicleo de Fejer es un nicleo aproximativo (repaso breve). La
sucesion (P,)%°, definida mediante (2) es una sucesién de Dirac y por lo tanto es un
nicleo aproximativo.

Convolucion de una funcién continua con un nicleo aproximativo

10. Notacién (funciones continuas 2m-periédicas). Denotamos por Ca(R) a la
clase de todas las funciones R — C que son continuas y 27-periddicas. Notamos que
si f € Cyr(R), entonces f es continua en el compacto [0, 27], luego es uniformemente
continua en este compacto. Por 2m-periodicidad, es facil ver que f es uniformemente
continua en R.
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11. Teorema (convolucién de una funcién continua con un ntcleo aproximati-
vo). Sea [ € Ca:(R) y sea (K,)22, un nucleo aproximativo. Entonces la sucesién f * K,
tiende uniformemente a f.

Demostracion. Aplicando la condicién (NA1) encontramos una cota superior finita C' para

las normas de K,,:
Vn € NO ||KnH1’2ﬂ- S C. (5)

Sea ¢ > 0. Usando el hecho que f es uniformemente continua en R encontramos un
d > 0 tal que para cualesquiera 61,0 € R de la desigualdad [0, — 65| < 0 se sigue que
|f(61) — f(02)] < 55. Aplicando la condiciéon (NA3) encontramos un indice m € Ny tal
que para cada n en Ny con n > m se tiene

1

g
— Kpldy < —— . 6
o1 / [l 21+ || f]loo) ©)
(8,2m—46)

Notamos que gracias a la condicién (NA2)

Entonces para cada 6 € R y cada n > m obtenemos

(K0 = 1O = |5 [ 70 =nEamyan - - [ 1)K ) dn

<5 [ 116 =)~ £O)| 1K () dn

= RGBS EAGIE
[0,6)u(2m—6,27]

tor [ 1@=0) - 1O dn

(6,2m—0)

Notamos que para cualquier punto 7 en [0, J)

3

16 =) = FOI < o

y para cualquier punto n en (27 — d, 27]

3

[f(O =m) = fO) = [£(0 +2m —n) = fO)] < 5=
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Luego

e 1 1
_ < = = il '
(FeK)O) - 101 S orge [ 1aldut Iflage [ 1l
[0,6)U(2m—6,27] (8,2m—96)

En el primer sumando aplicamos la cota (5), y en segundo la cota (6):
£

226. O

€
(F % K (®) — FO) < 5 +
12. Teorema de Weierstrass sobre la aproximacién uniforme de funciones con-
tinuas por polinomios trigonométricos. Sea f € Cy,(R). Entonces para cada ¢ > 0
existe un polinomio trigonométrico g tal que ||f — gloo < €.

Demostracion. Aplicamos el Teorema 11 con K, = ®,; en otras palabras, elegimos el
nicleo de Fejér como el nicleo aproximativo. Dado € > 0, encontramos n € Ny tal que
|, * f — fllo < . Por otro lado, como ®,, es un polinomio trigonométrico, por la
Proposicién 5 la funcién g .= &, * f también es un ntcleo trigonométrico. m
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