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introducir el espacio Cb(X ) y demostrar su completez.

Prerrequisitos:

el espacio normado B(X ) y su completez,

continuidad de funciones.
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Repaso: definición del espacio B(X )

Sabemos que CX es un espacio vectorial complejo.

Dada f : X → C,

N(f ) := sup
x∈X

|f (x)| := sup
{

v ∈ [0, +∞) : ∃x ∈ X |f (x)| = v
}

.

Proposición
N es una norma extendida en CX .
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Repaso: la norma-supremo domina a los valores en cada punto

Proposición
Sean f ∈ B(X ), a ∈ X . Entonces

|f (a)| ≤ ∥f ∥sup.

Se sigue de la definición de ∥f ∥sup.

Corolario
Sean g , h ∈ B(X ), a ∈ X . Entonces |g(a) − h(a)| ≤ ∥g − h∥sup.

Demostración. Notamos que |g(a) − h(a)| = |(g − h)(a)|,
aplicamos la proposición a la función f = g − h.
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Definición del espacio Cb(X )

En este tema suponemos que (X , τ) es un espacio topológico.

C(X ) := C(X ,C) := el conjunto de las funciones continuas X → C.

Cb(X ) := B(X ) ∩ C(X ).
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Cb(X ) ≤ B(X )

Proposición
Cb(X ) es un subespacio vectorial de B(X ).

Demostración. Se sigue de las propiedades algebraicas de las funciones continuas.

Si f , g ∈ C(X ), entonces f + g ∈ C(X ).

Si f ∈ C(X ) y λ ∈ C, entonces λ f ∈ C(X ).

0X ∈ C(X ).
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Repaso: continuidad en cada punto

Sea f : X → C. Sabemos que

f es continuas ⇐⇒ ∀a ∈ X
(
f es continua en a

)
.

Denotemos por τ(a) el conjunto de las vecindades abiertas de a:

τ(a) ∈
{
V ∈ τ : a ∈ V

}
.

La condición que f es continua en a significa lo siguiente:

∀ε > 0 ∃V ∈ τ(a) ∀x ∈ V |f (x) − f (a)| < ε.
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Cb(X ) es un subespacio cerrado de B(X )

Proposición
Cb(X ) es cerrado en B(X ).



Demostración

Supongamos que f ∈ clos(Cb(X )). Demostremos que f ∈ Cb(X ).

Sea a ∈ X . Demostremos que f es continua en a. Sea ε > 0.

Como f ∈ clos(Cb(X )), encontramos g ∈ Cb(X ) tal que ∥f − g∥sup <
ε

3.

Como g es continua en a, encontramos V en τ(a) tal que ∀x ∈ V |g(x) − g(a)| < ε
3 .

Para cada x en V tenemos

|f (x) − f (a)| ≤ |f (x) − g(x)| + |g(x) − g(a)| + |g(a) − f (a)|

≤ ∥f − g∥sup + |g(x) − g(a)| + ∥f − g∥sup <
ε

3 + ε

3 + ε

3 = ε.
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Funciones continuas en un compacto

Proposición
Sea K un compacto. Entonces C(K ) ⊆ B(X ) y

Cb(K ) = C(K ).

Demostración.

Sea f ∈ C(K ,C). Entonces f [K ] es un compacto en C.

Por lo tanto, f [K ] es totalmente acotado. Luego f [K ] es acotado.
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El espacio de las funciones continuas que tienden a 0 en el infinito

Sea X un espacio topológico localmente compacto.

C0(X ) :=
{

f ∈ C(X ) : ∀ε > 0 ∃K ⊆ X

(
K es compacto

)
∧

(
∀x ∈ X \ K |f (x)| < ε

)}
.

Ejercicio. Sea X un espacio topológico localmente compacto.
Demostrar que C0(X ) ⊆ B(X ).
Demostrar que C0(X ) es cerrado en B(X ).
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El espacio de las funciones acotadas uniformemente continuas

Sea (X , d) un espacio métrico.
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Demostrar que Cbu(X ) es un subespacio cerrado de B(X ).



El espacio de las funciones acotadas uniformemente continuas

Sea (X , d) un espacio métrico.

Cu(X ) :=
{

f ∈ CX : ∀ε > 0 ∃δ > 0

∀a, b ∈ X
(
d(a, b) < δ ⇐⇒ |f (a) − f (b)| < ε

)}
.

Cbu(X ) := Cu(X ) ∩ B(X ).

Ejercicio. Sea (X , d) un espacio métrico.
Demostrar que Cbu(X ) es un subespacio cerrado de B(X ).


	Introducción
	El espacio Cb(X)
	Otros espacios de funciones continuas

