Tarea de Analisis Matematico 11, temas preliminares

Variante 15. Integrantes del equipo: Pepito Esefemita Matematez, Jorge Maximez, Fulano
Juan Pérez Gonzélez.

Ejercicio 1. I. Con una tabla de verdad demostrar la siguiente identidad para proposi-
ciones:

p@q={@AQV(PAQ).

I1. Definimos la diferencia simétrica de dos conjuntos A y B como
AAB={z: (x€A) & (v € B)}.

Usando el resultado del inciso I demostrar la siguiente propiedad de operaciones con
conjuntos:

AAB=(A\B)U(B)\ A).

Solucion. 1. Consideramos todas las 4 opciones posibles para p y q.

plallp®q|P|q|pAT|DAq | (pAG)V(DAQ)
ojloll o [1][1] 0 0 0
Ol1] 1 [1]0] 0 1 1
ol 1 [ol1] 1 0 1
1[1] 0o Jolo] o 0 0

I1. Dado un punto x arbitario, tenemos la siguiente cadena de equivalencias:

reEANB 2L

(x € A) & (z € B)
PDa= AV BAQ ((x ceAA(z e B)) vV ((ag EA)N(x e B))
(x€ A\B)V(z € B\ A)

—— uz€(A\B)U(B\A). O

conmut. Ay def. \




Ejercicio 2. I. Con una tabla de verdad demostrar la siguiente identidad para proposi-
ciones:

(pVaAr=([@Ar)VigAr).

II. Usando el resultado del inciso I demostrar la siguiente propiedad de operaciones
con conjuntos:

(AUB)NC=(ANnC)u(BNQO).

III. Demostrar la férmula del inciso II por medio de diagramas de Euler—Venn (dibujar
un diagrama para cada paso).

Solucion. 1. Consideramos todas las 8 opciones posibles para p, ¢,

plalr|pVa|@VaAr|(pAg) | (@nr) (eAr)V(gAT)
0/0[0] O 0 0 0 0
0/0[1] o 0 0 0 0
0[1]0] 1 0 0 0 0
0[1|1] 1 1 0 1 1
tjolof] 1 0 0 0 0
Tlo[1] 1 1 1 0 1
1[1]o 1 0 0 0 0
Tl1[1] 1 1 1 1 1

I1. Dado un punto x arbitario, tenemos la siguiente cadena de equivalencias:

c(AuB)NC <L (3€ AUB)A(z€0)

LY (weA)V(@eB)A(xel)

resultado del inciso I ((l’ c A x c C’)) vV ((x S B) AN (JI S C))

LDy (zeANC)V(z e BNO)
LY e (ANC)U(BNO).



III. Dibujemos AUBy (AUB)NC:

(AUB)N

Por otro lado, dibujemos ANC, BNCy (ANC)U(BNC):

ANnC

(ANB)U(ANC)

/[
\/
=

El dibujo verde coincide con el dibujo azul.



Ejercicio 3. Calcular la preimagen del conjunto B bajo la funcién f y hacer un dibujo.
fiR=R, f(z)=2>-4v+1, B=(-22].

Solucién. En este ejercicio es comodo escribir f(x) de la siguiente manera (completar al
cuadrado):

f@) = (@ —2)2 3.
Calculamos la imagen inversa del conjunto B bajo la funcion f:
Bl ={z €R: f(z) € (-2,2]}
={zcR: (z—-2?>1}n{zeR: (z—2)*<5}
—{reR: z-2>1Vr-2<-1}n{zeR: —V5<z-2<5}
—{zecR: z2>3Va<l}ln{zecR: 2-V5<2<2+V5}
= ((_oo, 1)U (3, +oo)> N[2—5,2+ V5]
=[2—-V5,1)U (3,2 + V5]



Hagamos un dibujo. Indicamos con rojo el conjunto B en el eje y, con azul la parte de la
grafica de f que corresponde al conjunto B, es decir,

{(z,y)) ER*: y= f(z) A y€ B},

y con verde el conjunto f~1[B] en el eje .




Ejercicio 4. Calcular la preimagen del conjunto B bajo la funcién f y hacer un dibujo.
ffR—=R, f(r)=3—-|z—1|, B=1(2,4).
Solucion. Calculamos f~1[B]:

[ Bl ={z €R: f(z) € B}
={reR: 3—-jz—-1]>2 A 3—|z—1]| <4}
={zeR: [z—1<1}n{zeR: |z—1] > -1}
={reR: —1<z—-1<1}NR=(0,2).

Hagamos un dibujo. Indicamos con rojo el conjunto B en el eje y, con azul la parte de la
grafica de f que corresponde al conjunto B, es decir,

{(z,y) eR*: f(x)=y A ye B},

y con verde el conjunto f~[B] en el eje .

]

Ejercicio 5. Funciones acotadas. En el dominio D = [—3, —1] consideremos la funcién
f(x) = 22? — 4x + 5. Encontrar un C' > 0 tal que |f(z)| < C para cada x en D.



Solucion. Para cada x en D tenemos que |z| < 3, luego

1f(2)| =2|z)* +4]x| +5<2-9+4-3+5=18+12+5 = 35.
C = 35. O
Ejercicio 6. Usando la definiciéon del limite de una funcién demostrar que

lim f(z) =0,

T—a

donde f: R — R,
fx) =22 +2+1, a= -1, b=2.

Solucion. Recordemos la definicion del limite:

lim f(z) =b <= Ve>0 >0 (0<|z—al<d = |[f(z)—0]<e).

Tr—a

Sea ¢ un numero real positivo arbitrario. Nuestro objetivo es encontrar ¢.

Primero transformemos la expresién | f(z) — bl:
|f(z) =b =22 + 2 — 1| = |2z — D)(x + 1)| = |22 — 1| - [z + 1].

Supongamos que
lz+ 1| < 2. (1)

Entonces
20— 1| =20 +2-3| <2z +1|+3<2-243=T,

|f(z) = b] < 7|z +1].

Supongamos que
€

Entonces |f(x) — b] < e. Notemos que las condiciones (1) y (2) son equivalentes a la
condicién |z + 1| < 4, donde

5
§ = mi {2, —} .
min | 2,
Hemos encontrado un 6 > 0 tal que para cada = en R, si 0 < |x — a|] < ¢, entonces se
cumplen (1) y (2) y luego se cumple |f(x) —b| < e. O



