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Objetivo: demostrar férmulas para

sup(A+b),  sup(bA),  sup(A+ B),
donde A, BC R, b eR.
Prerrequisitos:

@ las definiciones de sup e inf,

@ las definiciones de A+ A\, MA, A+ B.



Operaciones aritméticas con conjuntos

Sean A, B C R.

A+ B:={ceR: dac A dbeB c=a+ b},
AB ={ceR: dac A dbeB ¢ = ab}.



Operaciones aritméticas con conjuntos

Sean A, B C R.

A+ B:={ceR: dac A dbeB c=a+ b},
AB ={ceR: dac A dbeB ¢ = ab}.

También se puede usar la notacién breve:

A+B={a+beR: acA beA}



Operaciones aritméticas con conjuntos
Sean A, B C R.

A+ B:={ceR: dac A dbeB c=a+ b},
AB ={ceR: dac A dbeB ¢ = ab}.

También se puede usar la notacién breve:

A+B={a+beR: acA beA}

Es una abreviaciéon de la definicién verdadera escrita arriba.



La suma de dos segmentos del eje real

Ejercicio.

Sean p,q,r,s € R, p<gqg, r<s. Demostrar que

[p,ql +[r;s]=[p+r,q+s]



La suma de dos segmentos del eje real

Ejercicio.

Sean p,q,r,seR, p<gq, r<s. Demostrar que

[p,ql +[r;s]=[p+r,q+s]

La demostracién de la contencién C es simple.



La suma de dos segmentos del eje real
Ejercicio.
Sean p,q,r,seR, p<gq, r<s. Demostrar que

[p,q] +[r,s] =[p+r,q+s].

La demostracién de la contencién C es simple.

Se recomienda demostrar la contencién O de manera constructiva:

dado zen [p+r,q+s], construir x € [p,q], y € [r,s] tales que z = x + y.



Sean A C R, b € R. Entonces:
A+b=A+{b}={ceR: dJace A c=a+b},
Ab = A{b} ={ceR: ZJae A c=ab},
—-A=(-1)-A={ceR: dJaceA c=-a}.



Sean A C R, b € R. Entonces:

A+b=A+{b}={ceR: dJace A c=a+b},
Ab = A{b} ={ceR: ZJae A c=ab},
—-A=(-1)-A={ceR: dJaceA c=-a}.

Estas definiciones se extienden al caso A C R, b € R.



La suma de un conjunto y un nimero

A+b={ceR: 3JacA c=a+b}.

Proposicién
Sean AC R, b € R. Entonces

A+b={ceR: c—-beA}.




La suma de un conjunto y un nimero

A—I—b::{céﬁ: Jae A c=a+b}.

Proposicién
Sean AC R, b € R. Entonces

A+b={ceR: c—-beA}.

C. Sea c € A+ b. Entonces existe a en A tal que c = a+ b.

La dltima igualdad implica que a = ¢ — b. Entonces ¢ — b € A.



La suma de un conjunto y un nimero

A+b:={ceR: Ja€A c=a+b}

Proposicién
Sean AC R, b € R. Entonces

A+b={ceR: c—-beA}.

C. Sea c € A+ b. Entonces existe a en A tal que c = a+ b.

La dltima igualdad implica que a = ¢ — b. Entonces ¢ — b € A.

D.SeaceRtalquec—beA

Pongamos a = c — b. Entonces a€¢ Ay c=a+ b.



Ejercicio.
Sean A C R, b € R. Demostrar que

A= (A+b)+ (—b).



El producto de un conjunto por un nimero

Ejercicio.
Sea A C R tal que A # (). Demostrar que

A0 = {0}



El producto de un conjunto por un nimero

Ejercicio.
Sea A C R tal que A # (). Demostrar que

A0 = {0}

Ejercicio.
Sean ACR, b€ R\ {0}. Demostrar que

Ab:{ceR: ZGA}



Proposicién (el supremo de la suma de un conjunto con un niimero)

Sean ACTR, beR. Entonces sup(b+ A)= b+ sup(A).
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<.Seax e b+ A



Proposicién (el supremo de la suma de un conjunto con un niimero)

Sean ACTR, beR. Entonces sup(b+ A)= b+ sup(A).

<.Seax € b+ A. Entonces x — b € A.



Proposicién (el supremo de la suma de un conjunto con un niimero)

Sean ACTR, beR. Entonces sup(b+ A)= b+ sup(A).

<.Seax € b+ A. Entonces x — b € A.

Luego x — b < sup(A).



Proposicién (el supremo de la suma de un conjunto con un niimero)
Sean ACTR, beR. Entonces sup(b+ A)= b+ sup(A).

<.Seax € b+ A. Entonces x — b € A.

Luego x — b < sup(A). Por eso x < b+ sup(A).



Proposicién (el supremo de la suma de un conjunto con un niimero)
Sean ACTR, beR. Entonces sup(b+ A)= b+ sup(A).

<.Seax € b+ A. Entonces x — b € A.
Luego x — b < sup(A). Por eso x < b+ sup(A).

Hemos mostrado que b + sup(A) es una cota superior de b + A.



Proposicién (el supremo de la suma de un conjunto con un niimero)
Sean ACR, beR. Entonces sup(b-+ A)=b+sup(A).

<.Seax € b+ A. Entonces x — b € A.
Luego x — b < sup(A). Por eso x < b+ sup(A).

Hemos mostrado que b + sup(A) es una cota superior de b + A.

> Sea x € A. Entonces x + b € b+ A.
Luego x + b < sup(b+ A). Luego x <sup(b+ A) — b.
Hemos mostrado que sup(b + A) — b es una cota superior de A.

sup(A) < sup(b+ A) — b.



Proposicién (el supremo de la suma de un conjunto con un niimero)

Sean ACTR, becR. Entonces sup(b+ A)=b+sup(A).

Después de demostrar la desigualdad <, hay otra manera de demostrar la desigualdad >.



Proposicién (el supremo de la suma de un conjunto con un niimero)

Sean ACTR, becR. Entonces sup(b+ A)=b+sup(A).

Después de demostrar la desigualdad <, hay otra manera de demostrar la desigualdad >.

Pongamos C := b+ A. Entonces A= C + (—b).



Proposicién (el supremo de la suma de un conjunto con un niimero)

Sean ACTR, becR. Entonces sup(b+ A)=b+sup(A).

Después de demostrar la desigualdad <, hay otra manera de demostrar la desigualdad >.
Pongamos C := b+ A. Entonces A= C + (—b).

Aplicamos la primera parte de la demostracién al conjunto C y al nimero —b:

sup(C + (—b)) < sup(C) — b.



Proposicién (el supremo de la suma de un conjunto con un niimero)

Sean ACTR, becR. Entonces sup(b+ A)=b+sup(A).

Después de demostrar la desigualdad <, hay otra manera de demostrar la desigualdad >.
Pongamos C := b+ A. Entonces A= C + (—b).

Aplicamos la primera parte de la demostracién al conjunto C y al nimero —b:
sup(C + (—b)) < sup(C) — b.

Obtenemos sup(A) < sup(b + A) — b.



El supremo del producto de un conjunto por un nimero

Ejercicio. Sean AC R y b > 0. Demostrar que

sup(bA) = bsup(A).



El supremo del producto de un conjunto por un nimero
Ejercicio. Sean AC R y b > 0. Demostrar que

sup(bA) = bsup(A).

Ejercicio. Sea A C R. Demostrar que

sup(—A) = —inf(A).



El supremo del producto de un conjunto por un nimero
Ejercicio. Sean AC Ry b > 0. Demostrar que
sup(bA) = bsup(A).
Ejercicio. Sea A C R. Demostrar que
sup(—A) = —inf(A).
Ejercicio. Sean AC Ry b < 0. Demostrar que

sup(bA) = binf(A).



Teorema (sobre el supremo de la suma de dos conjuntos)
Sean A,BC R, A# 0, B# (). Entonces

sup(A + B) = sup(A) + sup(B).




Demostracién:  sup(A + B) < sup(A) + sup(B)

Seacec A+ B.



Demostracién:  sup(A + B) < sup(A) + sup(B)

Seace A+ B.

Encontramos a € A, b € B tales que c = a+ b.



Demostracién:  sup(A + B) < sup(A) + sup(B)

Seace A+ B.
Encontramos a € A, b € B tales que c = a+ b.

Como a < sup(A), b < sup(B), obtenemos ¢ < sup(A) + sup(B).



Demostracién:  sup(A + B) < sup(A) + sup(B)

Seace A+ B.
Encontramos a € A, b € B tales que c = a+ b.
Como a < sup(A), b < sup(B), obtenemos ¢ < sup(A) + sup(B).

Hemos motrado que sup(A) + sup(B) € CS(A+ B).



Demostracién:  sup(A + B) < sup(A) + sup(B)

Seace A+ B.

Encontramos a € A, b € B tales que c = a+ b.

Como a < sup(A), b < sup(B), obtenemos ¢ < sup(A) + sup(B).
Hemos motrado que sup(A) + sup(B) € CS(A + B).

Por lo tanto, sup(A + B) < sup(A) + sup(B).



Demostracién de  sup(A + B) > sup(A) + sup(B), caso sup(A) = +o0

Usando la hipétesis B # () elegimos by € B.



Demostracién de  sup(A + B) > sup(A) + sup(B), caso sup(A) = +o0

Usando la hipétesis B # () elegimos by € B.

sup(A + B) > sup(A + {bo}) = sup(A + by) = by + sup(A) = +oc.



Primera dem. de  sup(A + B) > sup(A) + sup(B), el caso principal

p :=sup(A), g :=sup(B). Consideremos el caso, cuando p, g € R.



Primera dem. de  sup(A + B) > sup(A) + sup(B), el caso principal

p :=sup(A), g :=sup(B). Consideremos el caso, cuando p, g € R.



Primera dem. de  sup(A + B) > sup(A) + sup(B), el caso principal

p :=sup(A), g :=sup(B). Consideremos el caso, cuando p, g € R.



Primera dem. de  sup(A + B) > sup(A) + sup(B), el caso principal

p :=sup(A), g :=sup(B). Consideremos el caso, cuando p, g € R.

p— £ ¢ CS(A) _{aaeA a>p—§]




Primera dem. de  sup(A + B) > sup(A) + sup(B), el caso principal

p :=sup(A), g :=sup(B). Consideremos el caso, cuando p, g € R.
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Primera dem. de  sup(A + B) > sup(A) + sup(B), el caso principal

p :=sup(A), g :=sup(B). Consideremos el caso, cuando p, g € R.
p—5¢CS(A)—(FacA a>p—5)
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Seae >0

AN

)j 3beB b>q—5

N|™




Primera dem. de  sup(A + B) > sup(A) + sup(B), el caso principal

p :=sup(A), g :=sup(B). Consideremos el caso, cuando p, g € R.
p—5¢CS(A)—(FacA a>p—5)

/

Seae >0

at+b>p+qg—c¢
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Primera dem. de  sup(A + B) > sup(A) + sup(B), el caso principal

p :=sup(A), g :=sup(B). Consideremos el caso, cuando p, g € R.
p—5¢CS(A)—(FacA a>p—5)

/

Seae >0

a+be A+ B,
at+b>p+qg—c¢

\ /

)j 3beB b>q—5

J—»[sup(A +B)>p+q-— e]

N|™




Primera dem. de  sup(A + B) > sup(A) + sup(B), el caso principal

p :=sup(A), g :=sup(B). Consideremos el caso, cuando p, g € R.
p—5 ¢ CS(A) —{ElaeA a>p—§j

/ at+tbe A+ B,

VRV S T Erares

\

[ —g¢c5(3)j_{3beB b>q—gj

Como € > 0 es arbitrario, concluimos que sup(A + B) > sup(A) + sup(B).



Segunda dem. de sup(A + B) > sup(A) + sup(B), el caso principal

Supongamos que sup(A) < +o0.



Segunda dem. de sup(A + B) > sup(A) + sup(B), el caso principal

Supongamos que sup(A) < +o0.

VacA VbeB a=(a+b)—b<sup(A+ B)—b.



Segunda dem. de sup(A + B) > sup(A) + sup(B), el caso principal

Supongamos que sup(A) < +o0.

VacA VbeB a=(a+b)—b<sup(A+ B)—b.

Vb€ B (VaeA a§sup(A+B)—b).



Segunda dem. de sup(A + B) > sup(A) + sup(B), el caso principal

Supongamos que sup(A) < +o0.
VacA VbeB a=(a+b)—b<sup(A+ B)—b.
Vb€ B (VaeA a§sup(A+B)—b).

Vbe B sup(A) < sup(A+ B) — b.



Segunda dem. de sup(A + B) > sup(A) + sup(B), el caso principal

Supongamos que sup(A) < +o0.

VacA VbeB a=(a+b)—b<sup(A+ B)—b.
Vb€ B (VaeA a§sup(A+B)—b).

Vbe B sup(A) < sup(A+ B) — b.

Vbe B b < sup(A+ B) — sup(A).



Segunda dem. de sup(A + B) > sup(A) + sup(B), el caso principal

Supongamos que sup(A) < +o0.
VacA VbeB a=(a+b)—b<sup(A+ B)—b.
Vb€ B (VaeA a§sup(A+B)—b).

Vbe B sup(A) < sup(A+ B) — b.
Vbe B b < sup(A+ B) — sup(A).

sup(B) < sup(A+ B) — sup(A).



Ejercicio.

Enunciar y demostrar propiedades similares del infimo.



Ejercicio.

Enunciar y demostrar propiedades similares del infimo.

Algunas propiedades del infimo salen facilmente de propiedades del supremo, usando
sup(—A) = —inf(A).

Este camino estarad prohibido en el examen.



