Sumas de familias

1 Definicién. Sean (J,>) un conjunto dirigido, X un espacio topoldgico, (z;);c; una
red en X, y un punto de X. Se dice que (x;) e, converge a y si para cada vecindad V' del
punto y existe un elemnto j de J tal que para cualesquiera k£ > j se tiene que x; € V.

Vamos a considerar familias con valores en algin espacio de Hilbert H.

2 Definicién. Sea (g,)qe4 una familia en H. Denotemos por Py, (A) al conjunto de todos
los subconjuntos finitos de A, dirigido por la relacién D. A cada elemento A en Pg,(A) le
asociamos la suma finita Sy == ), go. Entonces la suma de la familia (gq)se4, denotada
por Y (ga)aca, se define como el limite de la red (S4)acpg,(4). Por supuesto, este limite
no siempre existe.

En otras palabras, la suma > (g, )aca converge a h si para cada e > 0 existe un conjunto B
en Py, (A) tal que para cada conjunto finito A con B C A C A se cumple la desigualdad

Z Jgo — h| < e.
acA
3 Ejemplo. Sea A =Nyg, = % Entonces la serie ) g converge, esto es, converge

la sucesion de las sumas parciales:
lim E Jgo = h,
b—+o00
a<b

pero la suma Y (g4 )aen 1O existe en el sentido de la Definicién 2.

Decimos que un conjunto es numerable si es finito o equipotente a N.

4 Proposicion. Sea (gq)aca una familia en [0, +00) tal que

sunga =h < +o0.
AeT 4

Z(ga)aeA =h

y el conjunto {a € A: g, > 0} es numerable.

Entonces
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Demostracion. Sea ¢ > 0. Encontramos B en Pg,(A) tal que Y . ga > h — ¢. Entonces
para cada A en Pg,(A) con A O B obtenemos

h-—é‘<:§£:£h E;j{:gafg h.

a€B acA

Hemos demostrado que > (gs)aea = h. Notamos que

{ac A g,>0}= U{CLEAi 9a > 1/p},

peEN

y para cada p en N el conjunto {a € A: g, > 1/p} tiene no més de hp elementos. Por
eso el conjunto {a € A: g, > 0} es numerable. O

5 Proposicién. Si J =Ny} (g;)jen converge a h, entonces ).y g; converge a h.

Demostracion. Sea € > 0. Elegimos B en Py, (N) tal que para cada A en Pg,(N) con
A D B se cumple |S4 — h| < €. Sea m = max(B). Entonces B C {1,...,m}. Para cada
n > m obtenemos {1,...,n} 2 By por eso |Sq,.n}) — h| <e. O
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