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Objetivos

Recordar las definciones de varios espacios de funciones.

= Espacios de funciones acotadas, B(X).

Espacios de funciones continuas acotadas, Cp(X), y sus subespacios.

Espacios de Holder (en particular, de Lipschitz).

Espacios de funciones derivables.

Espacios de funciones de variacién acotada.

Analizar la completez de estos espacios.
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Prerrequisitos

= El concepto del espacio normado.

= Conceptos basicos de espacios topoldgicos y métricos.

= Espacios completos.

= Espacios topolégicos compactos y localmente compactos.
= Funciones derivables, propiedades de la derivada.

= Variacién total, funciones de variacién acotada.

= Funciones absolutamente continuas.
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Definicion de la norma (repaso)

Sea V un espacio vectorial complejo.

Una funcién N: V — [0, +00) se llama norma en V si

(N1) es subaditiva:
Va,be V N(a+ b) < N(a) + N(b),

(N2) es absolutamente homogénea:
VaeV VieC N(Xa) = |AIN(a),
(N3) es estrictamente positiva:

Vae V\ {0y} N(a) > 0.
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La distancia inducida por una norma (repaso)

Si (V,||-]]) es un espacio normado, entonces la métrica inducida por || - || se define
como

d(a, b) == |a— b|.

Cuando se trata de conceptos métricos o topoldgicos en V/,

por defecto se trata de esta métrica.

Definicién (espacio de Banach)

Sea (V,|| - ||). Se dice que V es completo si el espacio métrico (V, d) es completo.

Espacios normados completos se llaman espacios de Banach .
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Subespacios de espacios normados

Proposicion
Sea (V, N) un espacio normado y sea W un subespacio vectorial de V.
Entonces (W, N|) es un espacio normado.

Més adn, la norma N|y induce la distancia d|wxw .
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Subespacios de espacios normados

Proposicion

Sea (V, N) un espacio normado y sea W un subespacio vectorial de V.
Entonces (W, N|) es un espacio normado.

Més adn, la norma N|y induce la distancia d|wxw .

Proposicion

Sea (V, N) un espacio de Banach y sea W un subespacio cerrado de V/, esto es,
= WV es un subespacio vectorial de V/,

» W es un subconjunto cerrado de (V, d).

Entonces (W, N|w ) es un espacio de Banach.
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Subespacios de espacios normados

Para que el subespacio W sea completo, es necesario que sea cerrado en V.

Es una propiedad general de espacios métricos.
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Subespacios de espacios normados

Para que el subespacio W sea completo, es necesario que sea cerrado en V.

Es una propiedad general de espacios métricos.

Proposicion

Sea (V, N) un espacio normado y sea W un subespacio vectorial de V.

Supongamos que W con la norma inducida es completo. Entonces W es cerrado en V.
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Subespacios de espacios normados

Para que el subespacio W sea completo, es necesario que sea cerrado en V.

Es una propiedad general de espacios métricos.

Proposicion

Sea (V, N) un espacio normado y sea W un subespacio vectorial de V.

Supongamos que W con la norma inducida es completo. Entonces W es cerrado en V.

Demostracion. Sea v € clos(W). Encontramos (um)men € WY tal que

lim u, =v.
m—00
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Subespacios de espacios normados

Para que el subespacio W sea completo, es necesario que sea cerrado en V.

Es una propiedad general de espacios métricos.

Proposicion

Sea (V, N) un espacio normado y sea W un subespacio vectorial de V.

Supongamos que W con la norma inducida es completo. Entonces W es cerrado en V.

Demostracion. Sea v € clos(W). Encontramos (um)men € WY tal que

lim u, =v.
m—00

Como (Um)men converge, es de Cauchy y tiene un limite w en W.
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Subespacios de espacios normados

Para que el subespacio W sea completo, es necesario que sea cerrado en V.

Es una propiedad general de espacios métricos.

Proposicion

Sea (V, N) un espacio normado y sea W un subespacio vectorial de V.

Supongamos que W con la norma inducida es completo. Entonces W es cerrado en V.

Demostracion. Sea v € clos(W). Encontramos (um)men € WY tal que

lim u, =v.
m—00

Como (Um)men converge, es de Cauchy y tiene un limite w en W.

Por |a unicidad del limite, v = w. ]
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La imagen de la suma de dos funciones

Sea X un conjunto no vacio.

Proposicion
Sean f,g: X — C. Entonces (f + g)[X] C f[X] + g[X].
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La imagen de la suma de dos funciones

Sea X un conjunto no vacio.

Proposicion
Sean f,g: X — C. Entonces (f + g)[X] C f[X] + g[X].

Demostracion. Se sigue facilmente de las siguientes descripciones:
(F+g)[X]={weC: 3IxeX f(x)+g(x)=w},

fIX]+g[X]={weC: FJueflX] IvegX] w=u+v}
={weC: IxeX FyeX f(x)+gly)=w} O
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La imagen del producto de una funcién por un escalar

Proposiciéon
Sean f: X — C, XA € C. Entonces (Af)[X] = Af[X].
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La imagen del producto de una funcién por un escalar

Proposiciéon
Sean f: X — C, XA € C. Entonces (Af)[X] = Af[X].

Demostracion. Si A = 0, entonces ambos lados son {0}. Sea A # 0.
(AM)[X]={veC: 3IxeX I(x)=v}

:{VE(C: dx e X f(x):;}

v

:{VEC: 3

€ f[X]} — MIX]. 0
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La norma extendida definida como el supremo

Dada f: X —C, N(f) = sup [f(x)] = sup{v € [0, +00): Ix e X [f(x)|=v}.
xeX
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La norma extendida definida como el supremo

Dada f: X —C, N(f) = sup [f(x)] = sup{v € [0, +00): Ix e X [f(x)|=v}.
xeX

Proposicion
Sean f,g € CX, X\ € C. Entonces N(f + g) < N(f) + N(g).
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La norma extendida definida como el supremo

Dada f: X —C, N(f) = sup [f(x)] = sup{v € [0, +00): Ix e X [f(x)|=v}.
xeX

Proposicion
Sean f,g € CX, X\ € C. Entonces N(f + g) < N(f) + N(g).

Demostracion. Para cada x en X,

[£(x) + ()] < [F()] + [g(x)] < N(F) + N(g).
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La norma extendida definida como el supremo

Dada f: X —C, N(f) = sup [f(x)] = sup{v € [0, +00): Ix e X [f(x)|=v}.
xeX

Proposicion
Sean f,g € CX, X\ € C. Entonces N(f + g) < N(f) + N(g).

Demostracion. Para cada x en X,
If(x) +g(x)| < [f(x)| + [g(x)| < N(f) + N(g).

Luego N(f)+ N(g) es una cota superior de

{v e0,+00): Ix e X I(f + g)(x)| = v}. O
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Proposicion
Sean f € CX, \ € C. Entonces N(\f) = |\|N(f).
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Proposicion
Sean f € CX, \ € C. Entonces N(\f) = |\|N(f).

Demostracion. 1. Si A = 0, ambos lados son 0. Suponemos A # 0.
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Proposicion
Sean f € CX, \ € C. Entonces N(\f) = |\|N(f).

Demostracion. 1. Si A = 0, ambos lados son 0. Suponemos A # 0.

2. Demostremos que N(Af) < |A\|N(f). En efecto, para cada x en X,

(AR = [ATFCL < IAIN(F).
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Proposicion
Sean f € CX, \ € C. Entonces N(\f) = |\|N(f).

Demostracion. 1. Si A = 0, ambos lados son 0. Suponemos A # 0.

2. Demostremos que N(Af) < |A\|N(f). En efecto, para cada x en X,
[(AF) )] = [ATTFO)] < [AIN(F).
3. Usamos el hecho que f = 1 (Af).

AING) = AN (S00)) < - 5N = M),
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El espacio B(X)

Dada una funcién f: X — C, las siguientes condiciones son equivalentes:
(a) f[X] es un conjunto acotado en C;

(b) f esacotada: IM>0 VxeX |[f(x) <M,

() N(f) < +o0.
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El espacio B(X)

Dada una funcién f: X — C, las siguientes condiciones son equivalentes:
(a) f[X] es un conjunto acotado en C;

(b) f esacotada: IM>0 VxeX |[f(x) <M,

() N(f) < +o0.

B(X) = {f € CX: N(f) < +oo}.
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El espacio B(X)

Dada una funcién f: X — C, las siguientes condiciones son equivalentes:
(a) f[X] es un conjunto acotado en C;

(b) f esacotada: IM>0 VxeX |[f(x) <M,

() N(f) < +o0.

B(X) = {f € CX: N(f) < +oo}.
La norma || - |lsup en B(X) se define como la restriccién de N.

[llswp = sup{v €[0,400): IxeX [f(x)|=v}.
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La norma-supremo domina a los valores en cada punto

Proposicion
Para cada x en X y cada f en B(X),

[FOI < [ Fllsup-
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La norma-supremo domina a los valores en cada punto

Proposicion
Para cada x en X y cada f en B(X),

[FOI < [ Fllsup-

Se sigue de la definicién de || f||sup-
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El medidor de Cauchy de una sucesién (repaso)

Dado un espacio métrico (M, d) y una sucesién a € MY,

va(k) = sup{d(am,an): m,nzk}.
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Dado un espacio métrico (M, d) y una sucesién a € MY,

va(k) = sup{d(am,an): m,nzk}.

Sabemos que a es de Cauchy si, y sélo si,
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Dado un espacio métrico (M, d) y una sucesién a € MY,

va(k) = sup{d(am,an): m,nzk}.

Sabemos que a es de Cauchy si, y sélo si,

los didmetros de sus colas tienden a cero:

lim ~,(k) = 0.
k—00



Completez de B(X)
O@0000000

Sucesiones de Cauchy en B(X) y sucesiones de sus valores en un punto

Sea (fp)nen una sucesién de Cauchy en B(X) y sea x € X.
Entonces (f,(x))nen es una sucesién de Cauchy en C.
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Sucesiones de Cauchy en B(X) y sucesiones de sus valores en un punto

Sea (fp)nen una sucesién de Cauchy en B(X) y sea x € X.
Entonces (f,(x))nen es una sucesién de Cauchy en C.

Idea de demostracion. Pongamos f = (fy)nen, S = (fn(X))nen-
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Sucesiones de Cauchy en B(X) y sucesiones de sus valores en un punto

Sea (fp)nen una sucesién de Cauchy en B(X) y sea x € X.
Entonces (f,(x))nen es una sucesién de Cauchy en C.

Idea de demostracion. Pongamos f = (fy)nen, S = (fn(X))nen-

|fa(x) = fm(x)| =
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Sucesiones de Cauchy en B(X) y sucesiones de sus valores en un punto

Sea (fp)nen una sucesién de Cauchy en B(X) y sea x € X.
Entonces (f,(x))nen es una sucesién de Cauchy en C.

Idea de demostracion. Pongamos f = (f;)pen, S = (fa(X))nen-

|fa(x) = fmn ()| = (o = fm) ()] < [fa = Finl|sup-
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Sucesiones de Cauchy en B(X) y sucesiones de sus valores en un punto

Sea (f,)nen una sucesién de Cauchy en B(X) y sea x € X.
Entonces (f,(x))nen es una sucesién de Cauchy en C.

Idea de demostracion. Pongamos f = (f;)pen, S = (fa(X))nen-

|fa(x) = fmn ()| = (o = fm) ()] < [fa = Finl|sup-

Entonces para cada k en N
¥s(k)
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Sucesiones de Cauchy en B(X) y sucesiones de sus valores en un punto

Sea (f,)nen una sucesién de Cauchy en B(X) y sea x € X.
Entonces (f,(x))nen es una sucesién de Cauchy en C.

Idea de demostracion. Pongamos f = (f;)pen, S = (fa(X))nen-

|fa(x) = fmn ()| = (o = fm) ()] < [fa = Finl|sup-

Entonces para cada k en N
Vs(k) < e (k).
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Sucesiones de Cauchy en B(X) y una cota para la funcién limite

Lema

Sea f = (fy)nen una sucesién de Cauchy en B(X) y sea g: X — C tales que
Vx € X nIi_)m fn(x) = g(x).

Entonces

Vk € N Vn > k N(g — fn) < ve(k).
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Demostracion

Sea k € N. Por la definicién de ~¢(k),
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Demostracion

Sea k € N. Por la definicién de ~¢(k),

VYm,n> k Vx e X [fa(x) — fm(x)| < v¢ (k).
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Demostracion

Sea k € N. Por la definicién de ~¢(k),
Vm,n > k Vx e X |fa(x) — fm(x)] < (k).

Pasamos al limite cuando m — oo:
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Demostracion

Sea k € N. Por la definicién de ~¢(k),
Vm,n > k Vx e X |fa(x) — fm(x)] < (k).
Pasamos al limite cuando m — oo:

Vn>k  WxeX  |fi(x)—g(x)| < (k).
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Demostracion

Sea k € N. Por la definicién de ~¢(k),
Vmn>k VYxeX  |f(x) = fn(x)| < ¢ (k).
Pasamos al limite cuando m — oc:
Vn>k VxeX o |fa(x) —g(x)| < (k).

Luego
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Demostracion

Sea k € N. Por la definicién de ~¢(k),
Vmn>k VYxeX  |f(x) = fn(x)| < ¢ (k).
Pasamos al limite cuando m — oc:
Vn>k VxeX o |fa(x) —g(x)| < (k).

Luego
Vn > k N(fn — g) < vf(k).
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Sucesiones de Cauchy en B(X), la convergencia puntual y uniforme

Lema

Sea f = (f,)nen una sucesién de Cauchy en B(X) y sea g: X — C tales que
Vx e X Jim fo(x) = g(x).

Entonces ge€ B(X) vy nILn;O |fa — gllsup = 0.
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Demostracion

Ya sabemos que
Vk € N Vn > k N(f, — g) < ve(k).
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Demostracion

Ya sabemos que
Vk € N Vn > k N(f, — g) < ve(k).

Ademas, como f es de Cauchy,
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Demostracion

Ya sabemos que
Vk € N Vn > k N(f, — g) < ve(k).

Ademaés, como f es de Cauchy, klim ~v¢(k) = 0.
—00
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Demostracion

Ya sabemos que
Vk € N Vn > k N(f, — g) < ve(k).

Ademaés, como f es de Cauchy, klim ~v¢(k) = 0.
—00

Concluimos que
nIl_)rr;o N(f, —g) =0.
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Demostracion

Ya sabemos que
Vk € N Vn > k N(f, — g) < ve(k).

Ademaés, como f es de Cauchy, klim ~v¢(k) = 0.
—00

Concluimos que
Jim N(f, —g) =0.

Ademas, encontramos k tal que 7¢(k) < 1. Luego
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Demostracion

Ya sabemos que
Vk € N Vn > k N(f, — g) < ve(k).

Ademaés, como f es de Cauchy, klim ~v¢(k) = 0.
—00

Concluimos que
nIl_)rr;o N(f, —g) =0.

Ademas, encontramos k tal que 7¢(k) < 1. Luego

N(g) < N(g — fn) + N(fa) < +oo0.
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Completez de B(X)

Proposiciéon

El espacio B(X) es completo.
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Completez de B(X)

Proposiciéon

El espacio B(X) es completo.

Demostracidn: se sigue de los lemas.
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Ejercicios sobre B(X)

Ejercicio. Demostrar que la norma || - [|sup €s submultiplicativa:

1fgllsup < I llsup [1&]lsup-
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Ejercicios sobre B(X)

Ejercicio. Demostrar que la norma || - [|sup €s submultiplicativa:
1fgllsup < I llsup [1&]lsup-
Ejercicio. Construir ejemplos con

1fgllsup < lIllsup [1&]lsup-
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Ejercicios sobre B(X)

Ejercicio. Demostrar que la norma || - [|sup €s submultiplicativa:
1fgllsup < I llsup [1&]lsup-
Ejercicio. Construir ejemplos con

1fgllsup < lIllsup [1&]lsup-

Ejercicio. Mostrar que B(X) es un algebra de Banach conmutativa con identidad.
(Buscar las definiciones correspondientes en libros.)
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Funciones acotadas después de multiplicar por un peso

Para cada f: R — C, pongamos

N(f) = )s:g% e*X2f(x)‘ .

Vi={feC® N(f) < +oo}.

V se considera con N restringida.
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Funciones acotadas después de multiplicar por un peso

Para cada f: R — C, pongamos

N(f) = )s:g% e*X2f(x)‘ .

Vi={feC® N(f) < +oo}.
V se considera con N restringida.

Ejercicio. Demostrar que N es una norma extendida.

Demostrar que V es un espacio de Banach.
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Funciones acotadas después de multiplicar por un peso

Para cada f: R — C, pongamos

N(f) = )s:g% e*X2f(x)‘ .

Vi={feC® N(f) < +oo}.

V se considera con N restringida.

Ejercicio. Demostrar que N es una norma extendida.

Demostrar que V es un espacio de Banach.

Ejercicio. Demostrar que las funciones polinomiales pertenecen al espacio V.
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Cp(X): funciones continuas acotadas

Sea X un espacio topolédgico. Cp(X) = B(X)N C(X) .
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Cp(X): funciones continuas acotadas

Sea X un espacio topolédgico. Cp(X) = B(X)N C(X) .

Sean f, g € B(X), x,y € X. Entonces

[£(x) = F(V)] < lg(x) — &)+ 2/[f — &llsup-
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Cp(X): funciones continuas acotadas

Sea X un espacio topolédgico. Cp(X) = B(X)N C(X) .

Sean f, g € B(X), x,y € X. Entonces

[£(x) = F(V)] < lg(x) — &)+ 2/[f — &llsup-

Demostracion.

[f(x) = f)l < If(x) —g(x) + lg(x) — g)| + [g(y) — F(¥)I-

Acotamos los sumandos |f(x) — g(x)|, |g(y) — f(y)| por ||f — gllsup- O
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Proposicion
Cp(X) es un subespacio cerrado de B(X).
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Proposicion
Cp(X) es un subespacio cerrado de B(X).

Demostracién. Sean f € clos(Cy(X)), a € X. Mostremos que f es continua en a.
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Proposicion
Cp(X) es un subespacio cerrado de B(X).

Demostracién. Sean f € clos(Cy(X)), a € X. Mostremos que f es continua en a.
5

Dado € >0, encontramos g en Cp(X) tal que |g — f|lsup < 3
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Proposicion
Cp(X) es un subespacio cerrado de B(X).

Demostracién. Sean f € clos(Cy(X)), a € X. Mostremos que f es continua en a.
Dado € >0, encontramos g en Cp(X) tal que |g — f|lsup < %

Como g es continua, encontramos V € 7x(a) tal que

vxeV gl —gla)l < 3.
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Proposicion
Cp(X) es un subespacio cerrado de B(X).

Demostracién. Sean f € clos(Cy(X)), a € X. Mostremos que f es continua en a.
5

Dado € >0, encontramos g en Cp(X) tal que |g — f|lsup < 3

Como g es continua, encontramos V € 7x(a) tal que

vxeV gl —gla)l < 3.

Entonces para cada x en V tenemos

f(x) — f(a)l < lg(x) — g(a)l + 2[f — gllsup <& O
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C(K): funciones continuas sobre un compacto

Sea K un espacio topoldgico compacto y de Hausdorff.
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C(K): funciones continuas sobre un compacto

Sea K un espacio topoldgico compacto y de Hausdorff.

Ejercicio. Demostrar que si f € C(K,C), entonces f[K] es un compacto en C.
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C(K): funciones continuas sobre un compacto

Sea K un espacio topoldgico compacto y de Hausdorff.
Ejercicio. Demostrar que si f € C(K,C), entonces f[K] es un compacto en C.

Luego Cp(K) = C(K).
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Co(X): funciones continuas que tienden a 0 en infinito

Sea X un espacio de Hausdorff localmente compacto.
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Co(X): funciones continuas que tienden a 0 en infinito

Sea X un espacio de Hausdorff localmente compacto.
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Co(X): funciones continuas que tienden a 0 en infinito

Sea X un espacio de Hausdorff localmente compacto.

CO(X)::{fECX: Ve >0 3JK C X compacto Vx € X\ K ]f(x)|<€}.

Ejercicio. Demostrar que Go(X) C B(X).

Ejercicio. Demostrar que Cy(X) es un subespacio cerrado de B(X).
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Cpu(X): funciones acotadas uniformemente continuas

Sea X un espacio métrico.
Cou(X) = {f €B(X): ¥e>0 5>0 ¥x,yeX

dx,y) <0 = |f(x)=f(y)| <e}.

Ejercicio. Demostrar que Cp,(X) es un subespacio cerrado de B(X).
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Ejemplo de espacio normado incompleto

V := el espacio vectorial de las funciones polinomiales [0, 1] — C.
Consideramos V' como un subespacio vectorial de C([0, 1]).

Dotamos V de la norma-supremo.

Ejercicio. Consideramos

Fx) = —2 i < =3 -3

N
|
><

M\><

Demostrar que
lim [lgm — fllc(o,27) = O-

m—>00

Demostrar que V' no es completo.



Espacios de Holder

000

Sea X un espacio métrico. Sea « € (0, 1].



Espacios de Holder

000

Sea X un espacio métrico. Sea « € (0, 1].

En este tema denotamos el espacio de Holder por H%(X). Esta notacién no es estandar.



Espacios de Holder

000

Sea X un espacio métrico. Sea « € (0, 1].
En este tema denotamos el espacio de Holder por H%(X). Esta notacién no es estandar.

Se define la a-seminorma de Hoélder:

1F(x) — f(y)
ho(f) = sup —————
( ) x,yeX d(X).y)a

x#y

HY(X) = {f € B(X): hq(f) < +o0}.



Espacios de Holder

Sea X un espacio métrico. Sea « € (0, 1].
En este tema denotamos el espacio de Holder por H%(X). Esta notacién no es estandar.
Se define la a-seminorma de Holder:

ha(f) = sup |f(X) — f(y)|

x,yeX d(X’ y)a
x#y

HY(X) = {f € B(X): hq(f) < +o0}.

Norma en H*(X):
1= [ llsup + ha(F)-
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Ejercicios sobre espacios de Holder

Ejercicio. Verificar que esta funcién es una norma:

IF1]:= [[Fllsup + ha(F)-

Ejercicio. Demostrar que H*(X) con esta norma es completo.
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Ejercicios sobre espacios de Holder

Ejercicio. Verificar que esta funcién es una norma:

IF1]:= [[Fllsup + ha(F)-

Ejercicio. Demostrar que H*(X) con esta norma es completo.
Ejercicio. Demostrar que si X = [a, b], & > 1y ho(f) < +00, entonces f es constante.

Por eso los espacios de Holder se definen solo para 0 < o < 1.
Para o = 1, es el espacio de Lipschitz: H(X) = Lip(X).



Espacios de Holder
[efe] ]

Ejercicios sobre espacios de Holder

Ejercicio. Sean X = [a, b], 0 < a < 1. Consideramos

Mostrar que f € H%([a, b]).
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Mostrar que f € H%([a, b]).

Ejercicio. Sean X = [a,b], 0 < o < 8 < 1. Mostrar que

H([a, b])  H([a, b]).



Espacios de Holder
[efe] ]

Mostrar que f € H%([a, b]).

Ejercicio. Sean X = [a,b], 0 < o < 8 < 1. Mostrar que
H"([a, b]) € H*([a, b]).
Ejercicio. Sean X = [a, b], 0 < a < 1. Mostrar que

H%([a, b]) & Cpu({a, b])-
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Espacios de funciones de suavidad finita

Aqui suponemos X = [a, b]. Mas general, podriamos suponer X C R".

C™([a, b]) consiste de las funciones continuas en [a, b]

y m veces continuamente derivables en [a, b].

m k)
TCT
[len = Y0 A,
k=0

Ejercicio. Demostrar que C™([a, b]) es un espacio de Banach.
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Ejercicio. Demostrar que si (f,),cn €s una sucesién en C1([a, b)),

£, [a,b 2, £l [a,b h,

n
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Ejercicio. Demostrar que si (f,),cn €s una sucesién en C1([a, b)),

hiite 22,

entonces g’ = h.
Ejercicio. Demostrar que C™([a, b]) es un espacio de Banach.

Ejercicio. Demostrar que la norma
m k)
om 9 s
Fllen =3 Ty
k=0

es submultiplicativa:  ||fg]|cm < ||f]lcm] gl cm-



Propiedad submultiplicativa para m = 2

Sean f,g € C?([a, b]). Luego

Igllcn < Wlun + 15 + ' lan + 511" + 268" + "
< 1wl lon + 1 sl + 1 el e
+ %Hf”HSUPHgHSUP + 1 llsupllg” llsup + %HfHSUPHg”HsuP
< (IFlln + 1 e+ 51" ) (11lhup + 1o + 5"l )

= [[fllc2llgll c2-



Funciones que no son infinitamente suaves

Ejercicio. Definimos f: [-1,1] — C,

Flx) = {x, x € [0,1],
0, xe€[-1,0).

Verificar que f € C([-1,1]) \ C}([-1,1]).



Funciones que no son infinitamente suaves

Ejercicio. Definimos f: [-1,1] — C,

Flx) = {x, x € [0,1],
0, xe€[-1,0).

Verificar que f € C([-1,1]) \ C}([-1,1]).

Ejercicio. Sea m € N. Construir una funcién f tal que

fecC™([-1,1])\ C™([-1,1)).
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Variacion total de una funcidn

Denotemos por P(a, b) el conjunto de las particiones de [a, b]:
P(a,b) ={r=(10,...,7m): mMEN, a=1<n<-<Tm=b}.

Para cada f: [a,b] — C y cada 7 en P(a, b),
absz: Z’ka—ka 1)’

Para cada f: [a, b] — C,

Varg(f) = sup Sups(f, 7).
TE€P(a,b)
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Ejercicio. Mostrar que para cada x, y en [a, b],

|F(x) = F(y)| < Var3(f).



BV([a, b])
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Ejercicio. Mostrar que para cada x, y en [a, b],
|F(x) = f(y)| < Var3(f).

Ejercicio. Mostrar que

sup |[F(x)| < |f(a)] —i—Varg(f).
xeX
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Funciones de variacion acotada

BV([a, b]) == {f e CI28].  Varb(f) < +0}.

1Fllev(tas) = IIFllsup + Var3(f).

Ejercicio. Mostrar que BV([a, b]) C B(]a, b]).
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Funciones de variacion acotada

BV([a, b]) == {f e CI28].  Varb(f) < +0}.

1Fllev(tas) = IIFllsup + Var3(f).

Ejercicio. Mostrar que BV([a, b]) C B(]a, b]).

Ejercicio. Mostrar que || - ||gv es una norma.
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Ejercicio. Mostrar que si una sucesion (f,)nen es de Cauchy en BV([a, b]),

entonces converge en cada punto.
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Funciones de variacion acotada

Ejercicio. Mostrar que si una sucesion (f,)nen es de Cauchy en BV([a, b]),

entonces converge en cada punto.

Ejercicio. Mostrar que BV([a, b]) es un espacio de Banach.



BV([a, b])
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Funciones de variacion acotada

Ejercicio. Mostrar que si una sucesion (f,)nen es de Cauchy en BV([a, b]),

entonces converge en cada punto.
Ejercicio. Mostrar que BV([a, b]) es un espacio de Banach.

Ejercicio. Recordar la definicién de AC([a, b]) (funciones absolutamente continuas).
Demostrar que AC([a, b]) es un subespacio cerrado de BV(]a, b]).
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