Desigualdades principales para la funcion sen

Objetivos. Demostrar que |sen(z)| < |z| para cada z en R y que |sen(z)| > 2|z| para
cada x en [—g, g}
1. Identidad de Pitagoras. Para cada = en R,

(cos(x))? + (sen(z))? = 1. (1)
2. Cota superior constante. Para cada x en R se cumple la desigualdad

|sen(x)| < 1. (2)

La desigualdad (2) se sigue facilmente de la identidad (1). Notamos que la igualdad
|sen(x)| = 1 se alcanza en los puntos de la forma z = § + k7, k € Z.

3. La funcién seno cardinal (desnormalizada). La funcién senc: R — R se define
mediante la regla

sen(x)

senc(x) = o weRA{O0),

1, x = 0.

En el conjunto R\ {0} el denominador no se anula, por eso la funcién senc es continua en
cada punto del conjunto R \ {0}. Mdas atin, se sabe que
sen(x
lim J

x—0 x

=1, (3)
por eso la funcién senc es continua en cada punto de su dominio.

4. Proposicién (monotonia estricta de funciones con derivada estrictamente
negativa). Sean «, 5 € R tales que o < (3, y sea f: [, ] — R una funcién continua
en [, ], derivable en («, 5) y tal que f'(z) < 0 para cada z € («, ). Entonces f es
estrictamente decreciente en |, .

Demostracion. Esta proposicién se sigue del Teorema de Valor Medio. O

5. Proposicién (monotonia de la funcién seno cardinal en [0, 7). La funcién senc
es estrictamente decreciente en [0, g]

Demostracion. Calculemos la derivada de senc en el intervalo abierto x € (O, g)

x cos(z) — sen(x) |

/ —
senc'(z) = p
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Consideramos la funcion f: [0, 5} — R,

~

(x) == z cos(x) — sen(z).
Notamos que para cada x en (O, g)
f'(z) = cos(x) — xsen(x) — cos(x) = —zsen(x) < 0.
Por la Proposicién 4 concluimos que f es estrictamente decreciente en [0, %} En particu-
lar, para cada x € (O, g]

f(z) < f(0)=0.
Con consecuencia, senc’(z) < 0 para cada x en (O, %} . Otra vez aplicamos la Proposiciéon 4
y obtenemos el resultado. O]

6. Corolario (valores minimo y maximo de la funcién seno cardinal en el in-
vervalo de 0 a 7 /2. Para cada x en [O, g},

2
= < senc(z) < 1, (4)
T
esto es,
2
> — d
senc(zx) > - (5)
y
senc(z) < 1. (6)
Demostracién. En realidad, senc(0) =1y senc (3) = 2. O

7. Corolario (acotacién local inferior de la funcién seno por la funcién identi-
dad). Para cada x en [0, g},

2
sen(z) > —x (7)
i
Mas ain, para cada x en [—%7 g]’
2
| sen(z)| > ;\x! (8)
Demostracién. Para x = 0 se tiene una igualdad: sen(0) = 20. Para z en (0,%] la

desigualdad (7) es otra forma de (5). La desigualdad (8) se obtiene de (7) por paridad. [

8. Acotacion global superior de la funcién seno por la funcién identidad. Para
cada x en R,
| sen(z)] < |x]. (9)

Demostracion. Las funciones x +— |z| y = +— |sen(x)| son pares, por eso es suficiente

demostrar la desigualdad (9) para z > 0. Si > %, entonces la desigualdad se verifica

2
facilmente con ayuda de (2):
|sen(z)| <1<z = x|

En el punto 0 tenemos una igualdad: |sen(0)| = 0 = |0|. Consideremos el caso principal,
cuando 0 < z < 7, En este caso la desigualdad requerida se obtiene de (6). O
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