Operadores del desplazamiento
en espacios de sucesiones

Objetivos. Estudiar las propiedades elementales (especialmente la norma y la invertibi-
lidad) de los operadores del desplazamiento a la izquierda y a la derecha en los espacios
?(N), 1 <p< +oo.

En todo este tema suponemos que 1 < p < +o00.
1 Definicién. Para cada m en N denotemos por e, a la sucesion
Em = (5m,k)kEN'

2 Proposicién. e, € ?(N) y |len], = 1.

Demostracion.

||€m||§ = 255% = 1. Il

keN

3 Definicién. Sea 1 < p < +oo. Definimos L: (*(N) — (?(N) y R: (?(N) — (*(N)

mediante las siguientes reglas:

Tk—1, k Z 27
Rzx), = Lx), = xpyq.
( )k {O, k=1 ( )k kE+1
En otras palabras, si * = (21, x2, 3, T4, . ..), entonces

Rx = (0,21, 29,3, . ..), Lz = (xg,x3, 24,5, . ..).

4 Ejercicio. Calcular Re,, y Le,,.

5 Proposicién. Los operadores L y R estan bien definidos: si x € (P(N), entonces Lx €
?(N) y Rx € (P(N). Ademds, ||L|| =1 y ||R| = 1.

Idea de demostracion. Primero verificamos que para cada x en ¢P(N) se cumple
Rl = [lxllp,  (1Lally < [l

Luego notamos que Ley = ey, |le1]], = 1y |le2|l, = 1. Usando la definicién de la norma
del operador lineal, obtenemos el resultado. O
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6 Proposicion. LR =1, RL # 1.

7 Proposicion. El operador R es inyectivo, pero no es sobre. El operador L es sobre,
pero no es inyectivo.

8 Problema. Estudiar las propiedades de los operadores L y R en el espacio *°(N).
9 Problema. Estudiar las propiedades de los operadores L y R en el espacio ¢o(N).

10 Problema. Definir y estudiar andlogos de los operadores L y R en el espacio ¢*(Z),
donde 1 < p < 400, y en el espacio (*°(Z).
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