Anillos de conjuntos

Objetivos. Definir anillos y algebras de conjuntos. Describir de manera explicita el anillo
generado por un semianillo.

Requisitos. Operaciones con conjuntos, semianillo de conjuntos, o-algebras de conjuntos.

1. Definicién (anillo de conjuntos). Sea X un conjunto. Un conjunto A C 2% se llama
anillo sobre X si @ € Ay A es cerrado bajo las operaciones de la unién de dos conjuntos
y la diferencia de dos conjuntos:

1. g e A
2. Para cualesquiera A, B € A, AUB € A.

3. Para cualesquiera A, B € A, A\ B € A.

2. Definicién (4dlgebra de conjuntos). Un conjunto A se llama dlgebra de conjuntos
sobre X si A es un anillo de conjunto de conjuntos y X € A.

3. Proposicidn (interseccion de anillos es anillo). Sea 2 un conjunto de anillos sobre
un conjunto X. Consideremos la interseccion de todos los elementos de A:

R=[(JA={BCX: VAeA BeA}
Ae

Entonces R es un anillo.

4. Corolario. Sea € C 2X. Denotemos por A a la interseccién de todos los anillos que
contienen a C. Entonces A es un anillo. Mas atin, A es el anillo mas pequenio entre todos
los anillos que contienen a €. Es decir, si B es un anillo sobre X y € C B, entonces A C B.

5. Definicién (anillo generado por un conjunto de conjuntos). Sea C C 2%.
Entonces la interseccion de todos los anillos que contienen a € se llama el anillo generado
por C.

6. Ejercicio. Sea X un conjunto. Demuestre que 2% es una dlgebra (en particular, un
anillo) sobre X.

7. Semianillo de conjuntos (repaso). Repasar la definicién de semianillo de conjuntos.

8. Ejercicio. Sea A un anillo. Demuestre que A es un semianillo.
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9. Teorema (descripcién del anillo generado por un semianillo). Sea § un se-
mianillo sobre X. Denotemos por A al conjunto de todos los subconjuntos de X que se
pueden escribir como uniones finitas disjuntas de elementos de &:

k
A::{BCX: dke{1,2,...} 3P,...,P, €8 disj. y tales que B:UH}.

i=1

Entonces A es el anillo generado por 8.

Demostracion. Pasos principales de la demostracién:

1.

2.

SiA,Be Ay AN B =@, entonces AUB € A.
Sime{l,2,...} y Ay,..., A, € A son disjuntos a pares, entonces |J;*, A, € A.

Si A, B € A, entonces AN B € A.

. Sime{1,2,3,...} y A1,..., A, € A, entonces (-, A, € A.

Si P,@ € 8, entonces P\ @ € A.
Si A,B € A, entonces A\ B € A.
Si A, B € A, entonces AU B € A.

Si un anillo B contiene a 8, entonces contiene a A. n
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