El producto de dos espacios topolégicos

Objetivos. Definir el producto de dos espacios topoldgicos. Estudiar el concepto de con-
tinuidad de funciones de dos argumentos.

Prerrequisitos. Topologias, topobases (bases de topologias), la topologia generada por
una topobase, funciones continuas.

En este tema suponemos que (X, 7x), (Y, 7y) son espacios topolégicos.

1 Proposicién. Pongamos P .= {AxB: A€ 1x, B € 1v}. Entonces P es una topobase
en X xXY.

Demostracion. 1. La propiedad UP = X X Y se sigue del hecho que X x Y € P.
2. Sean Py, P, € Py sea (z,y) € P, N P,. Tenemos que demostrar que existe P3 € P tal
que (‘Qﬁ,y) € P3 yP3 g lepg. Enefecto, Pl = A1XBl, P2 = AQXBQ, dondeAl,Ag € Tx,

BhBQ € Ty. Luego PlﬂPQ = (AlﬂAQ) X (BlﬂBQ> e P. Pongamos P3 = PlﬂPQ y
obtenemos que (z,y) € P3s C PN P,. O

2 Definicién. Denotemos por Tx«y a la topologia generada por la topobase P:
TXXY::{CQXXY: JyCP C:Ufy}.

Si no se dice otra cosa, entonces X X Y siempre se considera con esta topologia.

3 Observaciéon. De la definicién de Tx«y sale la siguiente descripcién de los elementos
de Txxy. Un conjunto V' C X x Y pertenece a Txyxy si, y solo si, para cada (x,y) en V
existen A € 7x, B€ 1y talesquex € A, ye B, Ax BCV.

Definimos m: X XY — X, m: X X Y — Y mediante las reglas

T (z,y) =, mo(z,y) =y.

4 Proposiciéon. Las funciones m; y o son continuas.
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Demostracion. Mostremos que la funcién 7, es continua. Sea A € 7x. Entonces 7, '[A] =
AXY €P Crxyy. ]

5 Proposicion. Las funciones my y mo son abiertas.

Demostracion. 1. Mostremos que si V' € P, entonces m[V] € 7x. Sea V € P. Si V = &,

entonces m[V] = @ € 7x. Si V # &, entonces existen A € 7x, B € 7y tales que
V=AxB, A+ 3, B+# @. Luego es facil ver que m[V] = A.

2. Mostremos que si W € 7xxy, entonces m[W] € 7x. Como la topologia Txxy estd
generada por P, existe una familia (V});e;s tal que W = U;e,V;. Luego

Wl[W]:Uﬁl[‘/j]eTx. ]

jeJ
6 Ejemplo. Mostremos que las funciones 7, w3 no siempre son cerradas. Consideremos
el espacio X =Y = R con la topologia usual y el conjunto
H={(z,y) eRxR: >0, y>0, zy = 1}.

Entonces el conjunto H es cerrado en R?, pero sus imégenes respecto a 7, y 7o N0 son
cerradas: m [H| = mo[H] = (0, +00).

7 Proposicion. 7x.y es la mds débil entre las topologias con respecto a las cuales las
funciones m y wy son continuas.

Demostracion. Sea w una topologia en X x Y tal que las funciones 7;: (X X Y,w) —
(X,7x) y ma: (X x Y,w) — (Y, 7y) son continuas. Entonces para cualesquiera A € 7y,
B € 1y obtenemos

AxB=(AxY)N(X x B)=m'[AlNnn;'[B] € w.

Hemos mostrado que P C w. Como la coleccién w es cerrada bajo uniones, obtenemos
que Txxy C w. ]

8 Proposicién. Sean (Z,77) un espacio topoldgico, f: X XY — Z, (a,b) € X x Y.
Entonces f es continua en (a,b) si, y solo si, para cada C' en 17 con f(a,b) € C ezisten
A€ Tx, Bey tales quea € A, be B, f[Ax B]CC.

Demostracion. Sale de la Observacién 3. O

9 Ejercicio. Sea (Z,77) un espacio topoldgico y sea f: Z — X x Y. Demostrar que f es
continua si, y solo si, las funciones m o f y m5 o f son continuas.
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