Espacios métricos,
conceptos topoldgicos elementales

Problemas para examen
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1. Espacios métricos: definicion y ejemplos

1 Ejercicio. Escriba la definicién de métrica (distancia) y la definicién del espacio métri-
co.
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2 Ejercicio (la métrica inducida por una norma). Sea (V|| - ||) un espacio normado
complejo. Recuerde las propiedades de la norma y demuestre que la funcién

d(a,b) = [la — bl
es una métrica.

3 Ejercicio. Escriba la definicién de la métrica en una grafica no dirigida.

4 Ejercicio (la métrica comin en R). Muestre que la siguiente funcién es una distancia
en R:

d(z,y) = |z —yl.
5 Ejercicio. Muestre que la siguiente funciéon es una métrica en R™:

n

dl(l‘ay) ::Z|xj_yj| (‘TayeRn)

Jj=1

6 Ejercicio. Muestre que la siguiente funcion es una métrica en R"™:
doo(,y) = 1AX |2; — y;l.
7 Ejercicio (distancia de “vuelos a través de la capital”). Definimos p: R* — [0, +00)

mediante la regla
0, a = b,
pla,b) =
la| + |b|, a #b.
Demuestre que p es una distancia.

8 Ejercicio (una distancia especial en los reales positivos con el més infinito). Pongamos
X =10,400) U {+0o0} = [0, +00]. Definimos f: X — [0, 1],

T

flz) =< z+ 1’
1, T = 400.

z € [0,400),

Definimos p: X? — [0, 400) mediante la siguiente regla: p(z,y) = |f(z) — f(y)].

A. Demuestre que f es inyectiva. Se recomienda mostrar que f es estrictamente cre-
ciente en [0, +00) y que f(z) < f(4o00) para cada x en [0, 400).

B. Demuestre que p es una distancia en X.

C. Encuentre las siguientes bolas:

B(0,1/2), B(0,1/3), B(5,1/2), B(5,1/3), B(+00,1/2), B(+00,1/3).
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9 Ejercicio (una distancia especial en los niimeros reales positivos con los puntos mas y

menos infinito). Pongamos X := RU{—00, 400} = [—00, +00]. Definimos f: X — [—1, 1],
T
, r€eR,
lz| + 1
f(.I) = 1, T = 400,
—1, T = —00.

Definimos p: X2 — [0, +00), ple,y) = |f(x) - f()].

1. Demuestre que f es inyectiva. Se recomienda mostrar que f es estrictamente cre-
ciente en R, y que f(—o0) < f(x) < f(400) para cada = en R.

2. Demuestre que p es una distancia en X.

3. Encuentre las siguientes bolas en (X, p):

B(0,1/4), B(0,1/5), B(3,1/4), B(3,1/5), B(~7,1/4), B(-7,1/5),
B(+00,1/4), B(+00,1/5), B(+00,9/10), B(—00,1/4), B(—00,1/5).

10 Ejercicio (una distancia especial en los niimeros naturales con el infinito). Pongamos
X = NU {oc}. Definimos f: X — [0, +00),

1
—, neN;
fn)={n
0, n=oc.
Definimos p: X? — [0,+00) como p(m,n) = |f(m) — f(n)|. Demuestre que p es una

métrica.

11 Ejercicio (subespacio de un espacio métrico). Sea (X, d) un espacio métrico y sea Y
un subconjunto de X. Definimos p: Y2 — [0, +00) como la restriccién de la funcién d al
conjunto Y2:

p(a,b) = d(a,b) (a,bey).

Mostrar que p es una distancia en Y.

12 Ejercicio. Sean d; y dy dos métricas sobre un conjunto X. Definimos d3, dy: X x X —
[0, +00) mediante las siguientes reglas:

ds(a,b) .= di(a,b) + da(a,b), dy(a,b) = méx{d;(a,b),ds(a,b)}.

Demuestre que d3 y d4 son métricas sobre X.
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13 Ejercicio. Sea (X, d;) un espacio métrico. Definimos dy: X? — [0, +00) mediante la
siguiente regla:
dy(a,b
dy(a,b) = M.
1+ dl (CL, b)
Demuestre que dy es una distancia en X. Sugerencia. Primero demuestre la siguiente

desigualdad:
U+ v U v

1—i—u+v_1+u+1+v

(u,v > 0).

2. Propiedades elementales de métricas

14 Ejercicio (desigualdad poligonal). Demuestre que para cualquier n en N y cuales-
quiera Ty, ...,ZTp+1 en X

d(wyann) <) d(wg, ).
k=1

15 Ejercicio (desigualdad inversa del tridangulo). Sean a,b,c € X. Demuestre que
|d(a,b) — d(a,c)| < d(b,c).
16 Ejercicio (desigualdad del cuadrilatero). Sean xy,xs, z3, 4 € X. Demuestre que

|d($1, l’g) — d(xg, I4)| S d(Il, fL’g) + d(l’g, l’4).

3. Bolas abiertas en espacios métricos

17 Definicién (bola abierta en un espacio métrico). Dados a en X, r > 0,
B(a,r) ={r € X: d(z,a) <r}.

18 Ejercicio (el centro de la bola pertenece a la bola). Sean a € X, r > 0. Muestre que
a € B(a,r).

19 Ejercicio (condicién suficiente para que dos bolas sean disjuntas). Sean 1, x9 € X,
ri,ro > 0 tales que
r1+ 1o < d(x, 10).

Demuestre que B(xq,7r1) N B(xg, 1) = 2.
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20 Ejercicio (condicién suficiente para que una bola esté contenida en otra). Sean
xr1,x9 € X, 11,79 > 0 tales que

d(Il,l'Q) —|— T S Ta.
Demuestre que B(x1,71) C B(xa,13).

21 Ejercicio (la interseccién de dos bolas concéntricas). Sean x € X, ry,r3 > 0. De-

muestre que
B(z,r) N B(z,73) = B(x, min{ry,r,}).

22 Ejercicio. En el espacio Z con la distancia usual calcule las siguientes bolas:
B(,1/3),  B(41),  B(43/2), B2, B(4,15).

23 Ejercicio. Consideremos el espacio X = [0,10] con la métrica usual de los reales,
d(a,b) = |a — b|. En otras palabras, consideramos [0, 10] como un subespacio del espacio
métrico R. Calcule las bolas B(10,5) y B(7,4).

24 Ejercicio. Consideremos el cuadrante X = [0,400) X [0, 4+00) con la métrica eucli-
diana del plano,

d((a1, az), (b1, b2)) = v/ (a1 — b1)? + (b1 — ba)?.

En este espacio consideremos las bolas B((2,2),6) y B((1,1),5). Haga un dibujo. Calcule
las intersecciones de las circunferencias correspondientes con los ejes de las coordenadas.
Demuestre que

B((2,2),6) € B((1,1),5).

25 Ejercicio. En el espacio métrico del Ejercicio 7 (“vuelos a través de la capital”) calcule
las bolas B(0,5) y B(4,6).

26 Ejercicio (ejemplo cuando una bola de radio més grande es un subconjunto propio de
una bola de radio méas pequeno). Construya un espacio métrico (X, d), puntos x1,zs € X
y radios 11,75 > 0 tales que 1 < 19, pero B(za,79) & B(x1,71).

27 Ejercicio (ejemplo de dos bolas ajenas de radios grandes). Construya un espacio
métrico (X, d), puntos x1,x2 € X y radios ry, o > 0 tales que r; + 79 > d(z1,x2), pero
B(zq,7m1) N B(xg,15) = &. Sugerencia: se puede usar el conjunto Z con la métrica usual.

28 Ejercicio (la interseccion de dos bolas en un espacio normado). Sea V' un espacio
normado real o complejo y sean xy, x5 en V., 11,79 > 0 tales que rq + o > d(xq,x2).
Demuestre que B(xy,r;) N B(x2,r2) # . Sugerencia. Buscar un punto en la interseccién
como una combinaciéon convexa de los puntos x; y xs:

z=(1—= Nz + \za.

Se puede adivinar un nimero A tal que 0 < A < 1y z € B(xy,r1) N B(xa,72).
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4. La topologia asociada a una métrica

29 Ejercicio (el interior de un conjunto respecto a una métrica). Sea (X, d) un espacio
métrico. Para cada A en P(X), pongamos

inty(A) ={r € X: Ir>0 B(x,r) C A}.
Demuestre que inty(A) C A.

30 Ejercicio (la topologia asociada a una métrica). Sea (X, d) un espacio métrico. Pon-
gamos

e ={A€P(X): inty(A) = A}
En otras palabras,
a={AeP(X): VeeA FIr>0 B(x,r)C A}

Demuestre que 7, es una topologia en X:

» la unién de cualquier subcoleccién de 7,4 (o de cualquier familia con valores en 7;)
pertenece a 7y;

= la interseccion de cualesquiera dos elementos de 7, pertenece a 7y;

L] XETd.

31 Ejercicio (las bolas abiertas son abiertas). Sean (X,d) un espacio métrico, r € X,
r > 0. Demuestre que B(z,r) € 74.

32 Ejercicio (la topologia asociada a una métrica es de Hausdorff). Sea (X, d) un espacio
métrico. Demuestre que la topologia 75 es de Hausdorff, esto es, para cualesquiera a, b en
X tales que a # b, existen A, B en 7, talesquea € A,be By ANB = g.

33 Ejercicio (jcudles de los intervalos son abiertos?). Consideremos el espacio R con la
métrica comuin. Sean a,b € R con a < b. Determine cudles de los siguientes conjuntos son
abiertos:
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5. Propiedades de conjuntos cerrados

Sea (X, d) un espacio métrico. Denotamos por 74 a la topologia inducida por d.

34 Ejercicio. Sea Y C X. ;Cudndo se dice que Y es cerrado? Escriba la definicién (en
términos de conjuntos abiertos).

35 Ejercicio. Denotemos por « a la coleccion de todos los conjuntos cerrados. Describa

« en términos de 7y:
&:{YQX ???ETd}.

36 Ejercicio (propiedades de conjuntos cerrados). Sea « la coleccion de todos los con-
juntos cerrados en (X, d). Demuestre las siguientes propiedades de «.

» Si 5 C «, entonces NS € a. Otra forma: si (F});es es una familia con valores en «,
entonces ), Fj € a.

= Si F,G € «a, entonces FFUG € a.

= X €a.

37 Ejercicio (;cudles de los intervalos son cerrados?). Consideremos el espacio R con la
métrica comuin. Sean a,b € R con a < b. Determine cudles de los siguientes conjuntos son
cerrados:

a, R, {a}, 7, Q,
(a,+00), la, +00), (—00,b), (—o00,b],
(a,b), la,b), (a,b], la, b].

38 Ejercicio (los conjuntos unipuntuales en un espacio métrico son cerrados). Sea a € X.
Demuestre que el conjunto {a} es cerrado.

6. Propiedades del interior

Sea (X, d) un espacio métrico. Denotamos por 74 a la topologia inducida por d.

Dado un punto = en X, denotamos por 7(z) al conjunto de todos los conjuntos abiertos
que contienen al punto x:

T(x) ={Ver: eV}

Los elementos de 7(z) se llaman vecindades abiertas de .
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39 Ejercicio (descripcién del interior en términos de las vecindades abiertas). Sea A C X.

Demuestre que
intg(A) ={r e X: IWer(x) VCA}L

40 Ejercicio (el interior del interior). Sea A C X. Demuestre que
int(int(A)) = int(A),
asf que int(A) € 74.

41 Ejercicio (el interior de la interseccién de dos conjuntos). Sean A;, As C X. Demues-
tre que

int(A1 N Ag) = 11113(141) N lIlt(AQ)

42 Ejercicio (propiedad creciente del interior). Sean Y, Z C X tales que Y C Z. De-
muestre que int(Y') C int(Z2).

43 Ejercicio (el interior contiene a cualquier subconjunto del conjunto original). Sea
AC X yseaV €1 tal que V C A. Demuestre que V' C int(A).

44 Ejercicio. Sea A C X. Usando resultados de ejercicios anteriores, muestre que int(A)
es el mas grande entre todos los subconjuntos abiertos contenidos en A.

45 Ejercicio. Sea A C X. Muestre que
int(A4) = UV, donde V={Ber;: BCA}

46 Ejercicio (calcular el interior de los intervalos). Consideremos el espacio R con la
métrica comtin. Sean a,b € R con a < b. Calcule el interior de cada uno de los siguientes
conjuntos.

a, R, {a}, Z, Q,
(a,+00), la, +00), (—00,b), (—o00,b],
(a,b), la,b), (a,b], la, b].

7. Propiedades de la cerradura

Sea (X, d) un espacio métrico. Denotamos por 74 a la topologia inducida por d.

47 Ejercicio (definicion de la cerradura en términos de vecindades abiertas y en términos
de bolas abiertas). Sea A C X. Demuestre que

{reX: Wer(zx) ANV #@}={reX: Vr>0 AnB(z,r)+#d}.

El conjunto escrito en ambos lados de la igualdad se denota por cl(A) y se llama la
cerradura de A.
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48 Ejercicio (relacién entre la cerradura y el interior). Sea A C X. Demuestre que
X \cl(A) =int(X \ A).

Deduzca también otras formas equivalentes de esta formula:

cl(A) = X \ int(X \ A), int(Y) =X \c(X\Y).
49 Ejercicio. Sea A C X. Muestre que A C cl(A).
50 Ejercicio. Sea A C X. Muestre que cl(A) es un conjunto cerrado.
51 Ejercicio. Sea A C X tal que A es un conjunto cerrado. Muestre que cl(A) = A.
52 Ejercicio. Sea A C X. Muestre que A es cerrado si, y solo si, cl(4) = A.
53 Ejercicio (la cerradura de la cerradura). Sea A C X. Muestre que cl(cl(A4)) = cl(A).
54 Ejercicio (la cerradura de la unién de dos conjuntos). Sean A, A C X. Muestre que

cl(A; U Ag) = cl(A;) Ucl(A,).

55 Ejercicio (la propiedad creciente de la cerradura). Sean Y, Z C X tales que Y C Z.
Demuestre que cl(Y) C cl(Z).

56 Ejercicio. Sea A C X y sea F' un conjunto cerrado tal que A C F. Demuestre que
cl(A) C F.

57 Ejercicio. Sea A C X. Muestre que cl(A) es el més pequenio entre todos los subcon-
juntos cerrados que contienen al conjunto A.

58 Ejercicio. Sea A C X. Muestre que
cl(A) = UF, donde F={BCX: X\Ber, N ACB}

59 Ejercicio (calcular la cerradura de los intervalos). Consideremos el espacio R con la
métrica comun. Sean a,b € R con a < b. Calcule la cerradura de cada uno de los siguientes
conjuntos.
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8. Subconjuntos densos en un espacio métrico

Sea (X, d) un espacio métrico. Denotamos por 74 a la topologia inducida por d.

60 Ejercicio. Sea A C X. ;Cudndo se dice que A es denso (en X)? Escriba la definicién en
términos de la cerradura de A. Escriba definiciones equivalentes en términos de vecindades
abiertas y en términos de bolas abiertas.

61 Ejercicio. Sea A C X. Demuestre que A es denso si, y solo si, cualquier subconjunto
abierto no vacio del espacio X se intersecta con A.

62 Ejercicio (la interseccién de dos conjuntos abiertos densos). Sean V, W € 7, tales que

c(V) =Xy (W) = X. Demuestre que cl(VNW) = X.

63 Ejercicio. Muestre que Q es denso en R. Utilice el siguiente hecho: para cada a,b en
R, si a < b, entonces existe ¢ en Q tal que a < g < b.

9. Propiedades de la frontera

Sea (X, d) un espacio métrico. Denotamos por 74 a la topologia inducida por d.

64 Ejercicio (dos férmulas equivalentes para la frontera de un conjunto). Sea A C X.
Demuestre que

cl(A) \int(A) = cl(A) Necl(X \ A).
El conjunto cl(A) \ int(A) se llama la frontera de A. Lo denotamos por fr(A).
65 Ejercicio. Sea A C X y sea x € X. Mostrar que
x € fr(A) = Vr >0 B(z,r)NA#@ AN B(z,r)\ A#a.
66 Ejercicio. Sea A C X y sea x € X. Demuestre que
z € fr(A) = YV e 7(z) VNA#+o N V\NA#O2.

67 Ejercicio. Consideremos el espacio R con la métrica comun. Sean a,b € R con a < b.
Encuentre fr(A) para cada uno de los siguientes conjuntos:

a, R, {a}, 7, Q,
(a,4+00), la, +00), (—00,b), (—00,b],
(a,b), la,b), (a,b], [a, b].
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68 Ejercicio. Sea A C X. Demuestre que fr(A) es un conjunto cerrado.
69 Ejercicio. Sea A C X. Demuestre que A es cerrado si, y solo si, fr(A) C A.
70 Ejercicio. Sea A C X. Demuestre que

fr(cl(A)) C fr(A), fr(int(A)) C fr(A).

Construya un ejemplo cuando estos tres conjuntos, fr(A), fr(cl(A)) y fr(int(A)), son dis-
tintos a pares.

71 Ejercicio. Sea A C X. Demuestre que fr(fr(A4)) C fr(A). Construya un ejemplo
cuando fr(fr(A)) # fr(A).

72 Ejercicio (la frontera de la unién de dos conjuntos). Sean A, B C X. Demuestre que
fr(AU B) C fr(A) U fr(B). Construya un ejemplo donde no se cumple la igualdad.

73 Ejercicio (la frontera de la interseccion de dos conjuntos). Sean A, B C X . Demostrar
que fr(AN B) C fr(A) U fr(B). Construya un ejemplo donde no se cumple la igualdad.

10. Repaso de algunas propiedades de imagenes y
preimagenes

Los ejercicios de esta seccion no aparecen en el examen, pero sus resultados se usan mucho
para estudiar funciones continuas, por eso se recomienda hacer un repaso.

En este repaso suponemos que f: X — Y, donde X, Y son algunos conjuntos.
74 Ejercicio. Sean P C X, x € P. Demuestre que f(z) € f[P].

75 Ejercicio (sobre la imdgen de la preimagen). Sea Q C Y. Demuestre que

flirQnce.

76 Ejercicio. Construya algin ejemplo tal que

flfFe # Q.
Hay que indicar X, Y, f, Q.

77 Ejercicio (sobre la preimagen de la imagen). Sea P C X. Demuestre que

P c [P
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78 Ejercicio. Construya algin ejemplo tal que

P # fHfP]).
Hay que indicar X, Y, f, P.

79 Ejercicio (la propiedad creciente de la imagen). Sean P, P, C X tales que P, C P,.
Demuestre que

fIP] C flP).

80 Ejercicio (la propiedad creciente de la preimagen). Sean ()1, Q2 C Y tales que Q1 C
Q2. Demuestre que

F71@Q1) C Q.

81 Ejercicio (sobre contenciones, imagenes y preimagenes). Sean X, Y algunos conjuntos,
f: X — Y una funcién, P C X,  C Y. Demuestre que

fIPlCQ <=  PCfQ.

11. Funciones continuas

En esta seccién suponemos que (X, dx) e (Y, dy) son espacios métricos. Denotamos por
Tx y Ty las topologias inducidas correspondientes.

82 Ejercicio. ;Cuando se dice que f es continua? Escriba la definiciéon en términos de
conjuntos abiertos y sus preimagenes. Denotamos por C(X,Y) al conjunto de todas las
funciones continuas X — Y.

83 Ejercicio. Sea x € X. ;Cudndo se dice que f es continua en el punto x? Escriba la
definicién en términos de vecindades abiertas. Escriba un criterio en términos de bolas.

84 Ejercicio (continuidad global y local). Demuestre que f es continua si, y solo si, f es
continua en cada punto del dominio.

85 Ejercicio (criterio de continuidad en términos de las preimagenes de los conjuntos
cerrados). Enuncie y demuestre el criterio de continuidad en términos de preimagenes de
conjuntos cerrados.

86 Ejercicio (criterio de continuidad en términos de los interiores de las preimégenes). |
Sea f: X — Y. Demuestre que f es continua si y solo si para cada G C Y se cumple que

f~ [inty (G)] € intx (f'[G)). (1)
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87 Ejercicio (criterio de continuidad en términos de las cerraduras de las preimégenes).
Sea f: X — Y. Demuestre que f es continua si, y solo si, para cada G C X se cumple
que

clx (f[G]) € fely (G)]- (2)

88 Ejercicio (criterio de continuidad en términos de las cerraduras de las imagenes). Sea
f: X — Y. Demuestre que f es continua si, y solo si, para cada A C X se cumple que

flelx (A)] € ey (f[A]). (3)

89 Ejercicio (continuidad de las funciones constantes). Sea ¢ € Y. Definimos f mediante
la regla

fz) =c (x € X).
Demuestre que f es continua.

90 Ejercicio. Consideremos los espacios métricos X = R e Y = Z con las distancias
comunes. Definimos f: R — Z mediante la regla

f(z) =0 (x € R).
Consideremos el conjunto A = {5}. Calcule inty (f[A]) y f[intx(A)].

91 Ejercicio. Consideremos los espacios métricos X = Z e Y = R con las distancias
comunes. Definimos f: Z — R mediante la regla

f(x) =0 (x € Z).
Consideremos el conjunto A = {5}. Calcule inty (f[A]) y f[intx(A)].

Los Ejercicios 90 y 91 muestran que la continuidad de f no se puede describir en términos
de una contencién entre los conjuntos inty (f[A]) y f[intx (A)].

92 Ejercicio (la distancia a un punto elegido es una funcién continua). Sea a € X.
Definimos f: X — [0, +00),
f(z) =d(z,a).
Demuestre que f es continua.
93 Ejercicio (los conjuntos definidos por funciones continuas y desigualdades estrictas

son abiertos). Sea f € C(X,R) y sea v € R. Demuestre que el siguiente conjunto es
abierto:

A={reX: f(zx)<v}.
Demuestre que el siguiente conjunto es cerrado:

H={xe X: f(z) <v}.
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12. Subespacios de espacios métricos

94 Ejercicio. Sea X un espacio métrico y sea Y C X. jQué significa la frase “conside-
ramos Y como subespacio de X”7 A saber, ;jcon qué métrica se considera Y?

En los siguientes ejercicios suponemos que X un espacio métrico, Y C X. Consideremos
Y como subespacio del espacio métrico X.

95 Ejercicio (descripcién de subconjuntos abiertos en un subespacio métrico). Sea A C
Y. (Cuando A es abierto en Y7

96 Ejercicio. Sean X =R, Y =7Z, A = {1}. Muestre que A no es abierto en X, pero es
abierto en Y.

97 Ejercicio (descripcién de subconjuntos cerrados en un subespacio métrico). Sea A C
Y. (Cuando A es cerrado en Y7

98 Ejercicio. Sean X =R, Y = (0, +00), A = (0, 5]. Muestre que A no es cerrado en X,
pero es cerrado en Y.

99 Ejercicio (férmula para la cerradura de un conjunto en un subespacio métrico). Sea
A CY. Demuestre que
cly(A) =clx(A)NY.

100 Ejercicio (férmula para el interior de un conjunto en un subespacio métrico). Sea
A CY. Demuestre que

inty (A) =intx (AU (X \Y))NY.

101 Ejercicio. Mostrar un ejemplo cuando inty (A) # intx (A).
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