Transformada de Fourier finita
(transformada de Fourier sobre el grupo Z,)

Problemas para examen

Divisibilidad de los nimeros reales

1. Divisibilidad de los niimeros reales. Escriba la definicién de la divisibilidad de los
numeros reales.

2. Propiedad transitiva de la divisibilidad de los niimeros reales. Demuestre que
la divisibilidad de los niimeros reales tiene propiedad transitiva.

3. Propiedades aritméticas de la divisibilidad de los nimeros reales. Sean «, (5 €
R tales que « | B, y sea m € Z. Demuestre las siguientes propiedades:

al(B+7), almp),  (ma)l|(mB).

4. Divisibilidad de los nimeros reales y multiplicacién por —1. Sean «, 5 € R.
Demuestre que las siguientes cuatro afirmaciones son equivalentes:

alf, al(=h), (=a)[B,  (=a)| (=)

5. La divisibilidad y la comparacién de los valores absolutos. Sean «, 5 € R tales
que « | By B # 0. Demuestre que |a| < |f]. Se recomienda usar el hecho que si k € Z y
k # 0, entonces |k| = 1.

6. Sobre la divisibilidad mitua de nimeros reales. Sean o, f € R tales que o | 3
y B | a. Demuestre que aa = o a = —f3.

Raices de la unidad

En este tema se supone que n € Z, n > 1. Usamos la notacién

< 27ri)
wyp=exp | ——].
n

7. Demuestre que w® = 1 is y sélo si n | k.

8. Sean p, g € Z. Demuestre que w? = wl siy sélosin | (p— q).

9. Sean p,q € {0,...,n — 1}. Demuestre que w? = w? si y sélo si p = q.

10. Descripcion explicita de las raices de la unidad. Demuestre que
{zeC: 2" =1} ={wF: keZ}={w" ke{0,...,n—1}},

y que el ultimo conjunto tiene exactamente n elementos.
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El grupo cociente de un grupo conmutativo sobre un subgrupo

En estos ejercicios suponemos que G es un grupo conmutativo, para el cual utilizamos
la notacién aditiva, y H es un subgrupo de G.

11. La suma de dos conjuntos del grupo. Sean A, G € G. Recuerde la definicién del
conjunto A + B.

12. La suma de un elemento del grupo con un subconjunto del grupo. Sean
a€ G, B< G. Entonces a + B, por definicién, es lo mismo que {a} + B. Muestre que

a+B={xeG: x—ae B}.
13. Definimos en GG un relaciéon binaria mediante la siguiente regla:

b < a—beH.

a

H

Demuestre que = es una relacién de equivalencia en G.

14. Sea a € G. Demuestre que

{redG: mga}za—kH.

il by. Muestre que

15. Sean a1, as, by, by € G tales que a; z as, by
H
a1+bl Ea2+b2.

16. Denotemos por G/H al conjunto de las clases de equivalencia de G respecto la relacién

[E

G/H ={a+ H: acG}.
Definimos la suma de dos clases de equivalencia mediante la siguiente regla:
(a+H)®b+H):=(a+0b)+H.
Muestre que esta definicién es consistente. Muestre que (a + H) @ (b + H) coincide con
la suma de los conjuntos a + H y b+ H. En lo que sigue usamos el simbolo + para esta

operacion.

17. Muestre que G/H es un grupo.
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El grupo 7,

18. La suma de dos conjuntos de niimeros enteros. Sean A, B < Z. Recuerde la
definicién del conjunto A + B.

19. La suma de un entero y un conjunto de niimeros enteros. Sean a € Z, B < Z.
Entonces a + B, por definicién, es lo mismo que {a} + B. Aplique la definicién anterior y
simplifiquela para este caso particular.

20. Subgrupo nZ del grupo Z. Demuestre que el conjunto nZ es un subgrupo del
grupo Z.

21. Congruencia moédulo n. Defina la relacion de congruencia médulo n en Z y de-
muestre que es una relacion de equivalencia.

22. La clase de congruencia médulo n de un ntimero entero. Sea j € Z. Verifique
que la clase de congruencia médulo n del nimero j es el conjunto

J+nZ.

23. El conjunto de las clases de congruencia médulo n. Denotamos por Z, el
conjunto de las clases de equivalencia considerada en el problema anterior. Demuestre
que Z,, tiene exactamente n elementos.

24. Adicién en Z,. Sean j, k € Z,. Demuestre que
(j+nZ)+ (k+nZ) = (j + k) + nZ.

25. Z, como un grupo. Explique cémo se define la operacion de adicion en Z, y
demuestre que Z, es un grupo abeliano.

26. Multiplos enteros de un elemento de un grupo conmutativo. Explique cémo
se definen los multiplos enteros de un elemento en un grupo conmutativo (con notacién
aditiva). ;Cuédndo un elemento del grupo se llama su generador? ;Cudndo un grupo se
llama ciclico?

27. Z, es un grupo ciclico. Demuestre que Z, es un grupo ciclico.

28. Demuestre que el grupo Z, es isomorfo al grupo de las raices de 1 de orden n.

29. Caracteres del grupo Z,. Sea p € Z. Definimos ¢p;,z: Z,, — T, mediante la regla
Opinz(q + NZ) = w, Pl

Muestre que esta definicién es consistente y que ¢, 1,z €s un caracter de grupo 7Z,,.

30. Caracteres del grupo Z,,, continuacién. Muestre que cada caracter del grupo Z,
es de la forma 4, donde A € Z,,.
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La transformada finita de Fourier
y sus propiedades principales

31. Escriba la definicién de la matriz F,,.

32. Sobre sumas de las potencias de w,,. Sea m € Z. Demuestre que

1% ok {1, n | m;
LS -
n = 0, njfm.
33. Ortogonalidad de las raices de la unidad. Sean p,q € {0,...,n — 1}. Demuestre

que
1 n—1

= —pk  ,qk _
Wr Wp = 51177‘1'
k=0

34. Teorema sobre la inversa de la matriz de Fourier. Demuestre que
1 *
—FF, = 1I,.
n

. ’ —1 . 1 . .
Escriba una férmula para F,;* y muestre que la matriz \/—an es unitaria.

35. La base finita de Fourier. Escriba la definiciéon de la base finita de Fourier y
muestre que \%Fnaﬂ es el vector de las coordenadas del vector x respecto a la base finita
de Fourier.

36. Matrices de Vandermonde y su sentido principal. Muestre como se expresan
los valores de un polinomio en puntos dados en términos de la matriz de Vandermonde.

37. La matriz de Fourier como una matriz de Vandermonde. Muestre que la ma-
triz de Fourier F), es una matriz de Vandermonde y explique el sentido de la transformada
discreta de Fourier en términos de coeficientes y valores de polinomios.

La transformada rapida de Fourier

38. Formula de Danielson y Lanczos. Enuncie y demuestre la formula de Danielson—
Lanczos que expresa las componentes del vector F,x a través de las componentes de la
transformada finita de Fourier aplicada a ciertos vectores de longitud n/2.

39. Algoritmo de la transformada rapida de Fourier. Sea n una potencia de 2. En
algin lenguaje de programacién escriba una funcién que calcule F,,z usando la férmula
recursiva de Danielson y Lanczos. Se recomienda programar la funciéon de manera recur-
siva.

40. Algoritmo de la transformada rapida inversa de Fourier. Explique qué cambios
hay que hacer en la funcién anterior para calcular F;1x.

41. El niimero de multiplicaciones en el algoritmo de la transformada rapida de
Fourier. Sea n una potencia de 2. Denotemos por A(n) el nimero de las multiplicaciones
(potencias de w, por numeros reales) en el algoritmo anterior. Enuncie y demuestre una
férmula para A(n).
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Matrices diagonales

42. El algebra C™. Demuestre que el espacio vectorial C" dotado con la multiplicacion
por componentes, es una algebra compleja asociativa conmutativa con identidad. Describa
el grupo de los elementos invertibles. Enuncie y demuestre la féormula para el espectro de
un elemento de C™.

43. Propiedades adicionales del algebra C™. En el dlgebra C™ describa los divisores
de cero, los elementos involutivos, los elementos idempotentes, los generadores.

44. Matrices diagonales. Escriba la definiciéon de la matriz diagonal. Muestre que el
algebra de las matrices diagonales es isomorfa al algebra C™. Describa las propiedades del
algebra de las matrices diagonales.

45. Matrices que conmutan con una matriz diagonal cuyas entradas diagonales
son diferentes a pares. Sea a € C" tal que a; # a;, para cualesquiera j, ken {0,1,...,n—
1} con j # k, y sea X € M,,(C) tal que

X diag(a) = diag(a)X.

Demuestre que X es una matriz diagonal.

Matrices circulantes y su diagonalizacion

46. Convolucioén discreta ciclica y las matrices circulantes. Sean a,b € C". Escriba
la definicién de a = b, escriba la definicién de la matriz circulante C'(a), y demuestre que

C(a)b = axb.

47. Programacion de la convolucion discreta ciclica. En algin lenguaje de progra-
macién escriba una funcién de dos argumentos vectoriales a,b (se supone que a y b son
de la misma longitud) que calcule y devuelva el vector a = b.

48. Construccion de matrices circulantes. En algiin lenguaje de programacion escriba
una funcién de un argumento vectorial a que construya y devuelva la matriz circulante

C(a).
49. Teorema de convolucién para el grupo Z,. Sean a,b € C". Demuestre que
F.(a*b) = (F,a) ® (F,b).

50. Expresion de la convolucién discreta ciclica en términos de la transformada
finita de Fourier. De la férmula del problema anterior despeje a = b.

51. Algebra de convolucién. Muestre que el dlgebra compleja (C", *) es isomorfa al
algebra compleja (C™,®). Demuestre que el corolario que el dlgebra (C", #) es asociativa
y conmutativa. Encuentre la identidad del dlgebra (C", *).
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52. El calculo de la convolucion discreta ciclica usando la transformada rapida
de Fourier. En algin lenguaje de programacién escriba una funciéon de dos argumentos
vectoriales a, b (se supone que a,b € C" y n es una potencia de 2) que utilice la férmula
del Problema 50 y las funciones programadas en los Problemas 39 y Problemas 40.

53. Diagonalizacion de las matrices circulantes. Sea a € C". Demuestre que
! F, ) C(a) ! F, ’ diag(F,a)
—F, a) | —F, | =diag(F,a).
NG NG g

Haga conclusiones sobre los valores y vectores propios de la matriz C(a).

54. Criterio de matriz circulante en términos de la matriz de Fourier. Sea
A e M, (C) tal que la siguiente matriz es diagonal:

! F,)A ! F *
N N
Demuestre que A es una matriz circulante.

55. El algebra de las matrices circulantes. Muestre que las matrices circulantes
forman una algebra compleja isomorfa a C". En particular, explique por qué las matrices
circulantes conmutan entre si.

56. El operador del desplazamiento ciclico. Escriba las entradas de la matriz C'(eq).
Dado z en C", calcule C'(e;)x.

57. Las matrices diagonales conmutan con la matriz del desplazamiento ciclico.
Explique por qué C(e;) conmuta con cualquier matriz circulante.

58. Descripcion de las matrices que conmutan con la matriz del desplazamiento

ciclico. Sea A € M, (C) tal que AC(e;) = C(e1)A. Demuestre que A es una matriz
circulante.
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