Conjuntos convexos y funciones convexas

Problemas para examen

En esta unidad del curso se trata de propiedades elementales de conjuntos convexos y
funciones convexas. Hay muchas propiedades mas complicadas que se estudian en libros
especiales (por ejemplo, Rockafellar, “Convex analysis”).

Conjuntos convexos en un espacio vectorial real

En estos ejercicios suponemos que V' es un espacio vectorial real o complejo.

1 Definicién (definicién de conjunto convexo). Sea A C V. Se dice que A es convezo si
para cualesquiera a,b en A y cualquier A en [0, 1] se tiene

(1= Na+ \b € A.

2 Ejercicio (una variacién de la definicién de conjunto convexo). Sea A C V. Mostrar
que A es convexo si, y solo si, para cualesquiera a,b en A y cualesquiera &, 7 > 0 tales que
&+ n =1, se tiene que

Ea+nb e A.

3 Ejercicio (criterio de conjunto convexo, excluyendo casos triviales). Sea A C V. De-
mostrar que A es convexo si, y solo si, para cualesquiera a,b en A tales que a # b, y para
cualquier A en ]0, 1],

(1—=XNa+Xbe A

4 Definicién (combinacién convexa de una lista de vectores). Sean ay, ..., a,, € V' y sea
v € V. Se dice que v es una combinacion convexa de los vectores aq,...,a,,, si existen

Ay .oy A > 0 tales que
Z)\k = 1, v = Z)\kak
k=1 k=1

5 Definicién (definicién constructiva de la envoltura convexa). Sea A C V. Definimos
conv(A) de la siguiente manera:

conv(A)::{vEV: dmeN day,...,a, €A IN,... N, >0

(Zm:)\kzl N ’U:Zm:)\kak>}.
k=1 k=1

En otras palabras, conv(A) consiste de las combinaciones convexas de algunos elementos
de A. Se recomienda entender y reproducir esta definicion.
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6 Ejercicio. Sea A C V. Para cada m en N, definimos conv,,(A) de la siguiente manera:

conv,,(A) = {UEV: day,...,am €A IX,..., A0 >0

(i)\k:1 A v:ikkak>}.
k=1 k=1

En otras palabras, conv,,(A) consiste de las combinaciones convexas de algunos m ele-
mentos de A. Mostrar que

conv(A) = U conv,, (A).

7 Ejercicio. Sea A C V. Encontrar conv,(A).

8 Ejercicio (la envoltura convexa de un conjunto siempre contiene a este conjunto). Sea
A C V. Demostrar que A C conv(A).

La envoltura convexa de cualquier conjunto es convexa
9 Ejercicio. Sean aj,as,a3,by,bo € V', &1,&,&3,m1,m2 > 0, tales que
& +&+8&=1, m+mn =1,
y sea A € [0, 1]. Definimos
u = §ray + &a2 + &3as, v = mby + m2be, w = (1= Nu+ .

Mostrar que w es una combinacién convexa de aq, as, as, by, by. Se recomienda usar los
siguientes objetos auxiliares:

o — ag, ke {1,2,3}; . (1 — )\)fk, ke {1,2,3};
T Vb, k€ {4,5), T Mg, ke {4,5).

10 Ejercicio (teorema: la envoltura convexa de cualquier conjunto es convexa). Sea
A C V. Demostrar que el conjunto conv(A) es convexo. Usar la idea del Ejercicio 9.
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Cada conjunto convexo coincide con su envoltura convexa

11 Ejercicio. Sea A C V un conjunto convexo. Explicar por qué convy(A) C Ay
convy(A) C A.

12 Ejercicio. Sean a1, as, as,as € V y sean A1, Ao, A3, Ay > 0 tales que A+ a+X3+ X\, =1
y Ay # 1. Definimos
4
v = Z )\kak,
k=1

A A A
. & 2 §3: >

=T =T u = §ray + &a2 + §3as.

&= 1=,

Mostrar que
51752753 207 §1+§2+§3: ]-7 U= (1—)\4)U+)\46L4.
13 Ejercicio. Sea A C V y sea v € convg(A). Encontrar u € convs(A) y w € A tales que

v sea una combinacién convexa de u y w. Usar la idea del Ejercicio 12.

14 Ejercicio (teorema: cada conjunto convexo coincide con su envoltura). Sea A un
subconjunto convexo de V. Demostrar que conv(A) = A. En otras palabras, esto significa
que en la definicién del conjunto convexo podriamos admitir combinaciones convexas de
cualquier nimero finito de vectores. Sugerencia: demostrar por induccién sobre m en N
que

conv,,(A) C A,

donde conv,,(A) estd definido en el Ejercicio 6. Usar la idea de los Ejercicios 12 y 13.

Corolarios de los teoremas sobre conjuntos convexas y envolturas
convexas

15 Ejercicio (propiedad idempotente de la envoltura convexa). Sea A C V. Demostrar
que conv(conv(A)) = conv(A).

16 Ejercicio (la interseccién de conjuntos convexos es convexa). Sea € una coleccion de
subconjuntos convexos de V. Denotemos por B su interseccion:

B=nC={veV: VPeC veP}
Demostrar que B es convexo.

17 Ejercicio (otra descripcién equivalente de la envoltura convexa). Sea A C V. De-
mostrar que conv(A) es el mas pequeno entre todos los conjuntos convexos que contienen
al conjunto A. En otras palabras, demostrar que conv(A) es el elemento minimo de la

coleccion
C={PCV: Pesconvexo A ACP}.

18 Ejercicio (la envoltura convexa como cierta interseccién). Sea A C V. Demostrar que
conv(A) = NEC, donde la coleccién € esta definida en el ejercicio anterior.
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Subconjuntos convexos de R

19 Ejercicio (una observacién trivial sobre el infimo y el supremo). Sea X C R. Deno-
tamos por a y b su infimo y supremo, respectivamente (en general, a,b € R):

a = inf(X), b == sup(X).
Explicar por qué X C [a,b].

20 Ejercicio (el lema principal para demostrar que los subconjuntos convexos de R
son intervalos). Sea X un subconjunto convexo de R. Denotamos por a y b su infimo y
supremo, respectivamente (en general, a,b € R):

a = inf(X), b == sup(X).
Demostrar que Ja,b[ C X.

21 Ejercicio (varias descripciones equivalentes de los intervalos del eje real). Sea X un
subconjunto de R. Demostrar que las siguientes condiciones son equivalentes:

= X es convexo;
= Jinf(X), sup(X)[C X

= X es un intervalo, es decir, existen a y b en R tales que X tiene una de las siguientes
formas:

Ja, 0, Ja,bl, a0, a,0];

22 Ejercicio (conjuntos convexos, conexos y conejos). Para los estudiantes que estudia-
ron elementos de la topologia general, se recomienda demostrar que las condiciones del
Ejercicio 21 son equivalentes a cada una de las siguientes condiciones:

= X es conexo;

s X es arco-conexo.
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Funciones convexas definidas en un espacio vectorial real

En estos ejercicios suponemos que V' es un espacio vectorial real o complejo. Entendemos
la convexidad en el sentido \_.

23 Definicién (definicion de funcién convexa). Sea A un subconjunto convexo de V' y
sea f: A — R una funcién. Se dice que f es convera si para cada a,b en Ay cada A en
0,1,

FUI=XNa+Ab) < (1—=XN)f(a)+ Af(b).

24 Ejercicio (criterio de funcién convexa en términos de su epigrafo). Sea A un subcon-
junto convexo de V' y sea f: A — R una funcién. Definimos el epigrafo (sobregrafo) de f
de la siguiente manera:

Ep={(z,v) e AxR: v> f(x)}.

Notemos que V' X R es un espacio vectorial real con las operaciones componente a com-
ponente. Demostrar que f es convexa si, y solo si, el conjunto E; es convexo.

25 Ejercicio (en la definicién de funcién convexa, podemos quitar los casos cuando los
puntos coinciden). Sea A un subconjunto convexo de V' y sea f: A — R una funcién.
Demostrar que f es convexa si, y solo si, para cualesquiera a,b en A que satisfacen a # b,
y cualquier A en |0, 1],

(L =XNa+xb) < (1= A)f(a) + Af(b).

26 Ejercicio (la desigualdad finita de Jensen para funciones convexas). Sea A un sub-
conjunto convexo de V' y sea f: A — R una funcién convexa. Demostrar que para cada
men N, cada ay,...,a, en Ay cada Aj,..., A\, > 0,81 " A\ = 1, entonces

f (Z Ak%) <> A (ar).
h=1 K1

Sugerencia: usar la idea del Ejercicio 12.

27 Definicién (funcién estrictamente convexa). Sea A un subconjunto finito de V' y sea
f: A — R una funcién. Se dice que f es convezxa si para cualesquiera a,b en A, tales que
a#b,ycada \en|0,1],

F((L=XNa+ ) < (1—=N)f(a)+ Af(D).

28 Ejercicio (desigualdad finita de Jensen para funciones estrictamente convexas). Enun-
ciar y demostrar la desigualdad finita de Jensen (estricta) para funciones estrictamente
convexas.
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Funciones convexas definidas en intervalos del eje real

29 Ejercicio. Sea A C R y sea f: A — R una funcién. Recordar la definicién de las
diferencias divididas del primer orden. Demostrar que

Af(fbl, 1‘2) = Af(l’g, {L‘l).

30 Ejercicio. Sea A C R y sea f: A — R una funcién. Recordar la definicién de las
diferencias divididas del segundo orden. Representar Af(xq,x9,23) como una combina-
cién lineal de f(x1), f(z2), f(x3), con coeficientes que no dependen de f. Mostrar que
Ag(xq, 29, 23) es simétrica respecto a 1, T2, T3.

31 Ejercicio (criterio de la convexidad de una funcién en términos de diferencias divididas
del primer orden). Sea A C R un intervalo y sea f: A — R una funcién. Demostrar que
las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) f es convexa;

(b) Ag(x1,22) < Ap(xq,x3) para todos x1, x2, 3 € A tales que x1 < g < x3;
(c) Ap(z1,72) < Agp(xy1,x3) para todos x, e, x5 € A tales que 71 < xy < T3;
(d) Ay(z1,23) < Ap(x,73) para todos z1, 2, x5 € A tales que x; < x5 < z3.

32 Ejercicio (criterio de la convexidad estricta de una funcién en términos de diferencias
divididas del primer orden). Enunciar y demostrar un criterio similar para las funciones
estrictamente convexas.

33 Ejercicio (criterio de la convexidad de una funcién en términos de diferencias divididas
del segundo orden). Sea A C R un intervalo y sea f: A — R una funcién. Demostrar que
las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) f es convexa;
(b) Ag(xy1,22,23) > 0 para todos puntos z1, z2, 3 en A, diferentes a pares.

34 Ejercicio (criterio de la convexidad estricta de una funcién en términos de diferencias
divididas del segundo orden). Enunciar y demostrar un criterio similar para la desigualdad
estricta.

35 Ejercicio (ejemplos de funciones céncavas). Demostrar que las siguientes funciones
son concavas:

» R R, f(z) = —2%
- [ [07 +OO) - [07 +OO>7 f(x) = \/E
= f:]0,4+00) = [0,+00), f(x) = min{z, 1}.
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36 Ejercicio (propiedad subaditiva para funciones céncavas). Sea f: [0,4+00) — [0, +00)
una funcién céncava. Ademads, supongamos que f(0) > 0. Demostrar que para cada a,b >
0,

fla+b) < fla)+ f(b).

Sugerencia. Aplicar la desigualdad

S =Nz +Ay) > (1= N)f(x) +Af(y),

; _ _ _ b
pr1meroconx—0,y-a+b,A_m,

sumar las dos desigualdades obtenidas.

luego con x =0, y =a+0b, \ = y después

a_
a+b’
37 Ejercicio (composicién de una funcién céncava con una distancia). Sea (X, d) un
espacio métrico y sea f: [0,4+00) — [0, +00) una funcién céncava. Supongamos que f(0) =
0y f(t) > 0 para t > 0. Demostrar que p := f o d también es una distancia.

38 Ejercicio (composicién de una funcién céncava con una pseudodistancia). Sea (X, d)
un espacio pseudométrico y sea f: [0,+00) — [0,+00) una funcién céncava y tal que
f(0) = 0. Definimos d;: X? — [0, +00), di(z,y) = f(d(z,y)). Demostrar que d; es una
pseudodistancia.

39 Ejercicio (la propiedad creciente de una funcién céncava positiva definida en un rayo
derecho). Sea f: [0,400) — [0,400) una funcién céncava y sean x,y € [0,400) tales
que x < y. Demostrar que f(x) < f(y). Sugerencia: dado z > y, expresar y como una
combinacion convexa de x, z; usar la definicion de concavidad y pasar al limite cuando z
tiende a +oo0.

Derivadas laterales de las funciones convexas definidas en inter-
valos de la recta real

40 Ejercicio (la derivada izquierda de una funcién convexa). Sea A C R un intervalo,
sea f: A — R una funcién convexa y sea z € A, x # inf(A). Demostrar que

f{t) = f(x) ft) = fla)

lim —————= =sup
t—x— t—x t<x t—x
teA

!/

Denotemos este limite por f{, (). Demostrar que

filzq(x) > —00.

41 Ejercicio (la derivada derecha de una funcién convexa). Sea A C R un intervalo, sea
f: A — R una funcién convexa y sea z € A, x # sup(A). Demostrar que

o T @) 0= @)

t—at t—=x t>x t—x
teA

Denotamos este limite por f..(x). Demostrar que

fher (1) < +o0.
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42 Ejercicio (la derivada izquierda y derecha de la funcién cuya gréfica es la semicircun-
ferencia inferior). Definimos f: [-1,1] — R,

fz) = —v1— 22

Calcular fi..(=1) vy fi.(1).

izq

43 Ejercicio (comparacion de la derivada izquierda con la derivada derecha de una
funcién convexa). Sea A C R un intervalo, sea f: A — R una funcién convexa y sea
z € int(A). Demostrar que

—00 < i/zq(x> < f(;er(x) < +00.

44 Ejercicio (la derivada izquierda de una funcién convexa crece). Sea A C R un in-
tervalo y sea f: A — R una funcién convexa. Demostrar que la funcién f!  crece en

A\ {inf(A)}. !

45 Ejercicio (la derivada derecha de una funcién convexa crece). Sea A C R un intervalo
ysea f: A — R una funcién convexa. Demostrar que la funcién f) . crece en A\ {sup(A)}.

Criterios de convexidad en términos de las derivadas, para fun-
ciones definidas en intervalos de la recta real

46 Ejercicio (teorema: criterio de la convexidad de una funcién en términos de su primera
derivada). Sea A C R un intervalo y sea f: A — R una funcién continua en A y derivable
en int(A). Demostrar que las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) f es convexa;
(b) f" es creciente en int(A).

47 Ejercicio (corolario: criterio de la convexidad de una funcién en términos de su
segunda derivada). Sea A C R un intervalo y sea f: A — R una funcién continua en A y
dos veces derivable en int(A). Demostrar que las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) f es convexa;
(b) f"(x) > 0 para todo x en int(A).

48 Ejercicio (convexidad estricta de una funcién cuya primera derivada crece estricta-
mente). Sea A C R un intervalo y sea f: A — R una funcién continua en A y derivable en
int(A). Supongamos que f’ es estrictamente creciente. Demostrar que f es estrictamente
convexa, es decir, si x1, 29 € A, 21 # 2 y a €]0, 1], entonces

J((1 = a)zy + azy) < (1 —a)f(x1) + af(rs).
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49 Ejercicio (convexidad estricta de una funcién cuya segunda derivada es estrictamente
positiva). Sea A C R un intervalo y sea f: A — R una funcién continua en A y dos veces
derivable en int(A). Supongamos que f”(x) > 0 para cada z en int(A). Demostrar que f
es estrictamente convexa.

50 Ejercicio (;si una funcién es estrictamente convexa, su derivada debe crecer de manera
estricta?). Supongamos que A C R es un intervalo y f: A — R es una funcién continua
en A y derivable en int(A). Ademds, supongamos que f es convexa. ;Podemos afirmar
que f’ crece de manera estricta? Escribir una demostracién o construir un contraejemplo.

51 Ejercicio (jsi una funcion es estrictamente convexa, su segunda derivada debe ser es-
trictamente positiva?). Supongamos que A C R es un intervaloy f: A — R es una funcién
continua en A y dos veces derivable en int(A). Ademds, supongamos que f es convexa.
;Podemos afirmar que f”(z) > 0 para cada x en int(A)? Escribir una demostracién o
construir un contraejemplo.

52 Ejercicio (una cota inferior para la funcién seno). Sea f: [0,7/2] — R, f(z) =
—sen(x). Demostrar que f es extrictamente convexa. Demostrar que para cada = en
0,7/2],

2

sen(z) > — x.
T

La convexidad de la funcién potencia y sus aplicaciones

53 Ejercicio. Sea p € [1, +oo[. Definimos ¢: [0, +oo[ — [0, +0o[ mediante la regla
o(t) =1tP.

Demostrar que ¢ es convexa.

54 Ejercicio. Sean a,b > 0, p € [1, +o0o[. Demostrar que

(a+b)P < 2P 1 (aP 4 bP).

Sugerencia: usar el resultado del Ejercicio 53.

55 Ejercicio. Sea p €]1, +00]. Definimos ¢: [0, +oo[ — [0, +o0o[ mediante la regla
o(t) =17,

Demostrar que ¢ es estrictamente convexa.

56 Ejercicio. Sea p €10, 1[. Definimos ¢: [0, +oo[ — [0, +00[ mediante la regla
o(t) = tP.

Demostrar que ¢ es estrictamente concava, es decir, —¢ es estrictamente convexa.
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Convexidad de la funcion exponencial, desigualdad de Young

57 Ejercicio (algunas propiedades de la funcién exponencial). Definimos expg: R — R
se puede definir mediante la regla

expg(z) = Z o
k=0
Demostrar que para cualesquiera z,y en R se cumple la igualdad

expg(7 + ¥y) = expg(z) expg(y).

Demostrar que para cualquier x en R se cumple
1
expp(—1) = ——.
exp(z)
Demostrar que
expp = expg -
Demostrar que expg(x) > 0 para cada = en R.
58 Ejercicio (convexidad de la funcién exponencial). Demostrar que expg es una funcién
convexa. Mostrar que para todos z,y > 0y todos a, 8 > 0, tales que a+ 3 = 1, se cumple

la desigualdad
z%y? < ax + By.

59 Ejercicio (convexidad estricta de la funcién exponencial). Usando el resultado del
Ejercicio 48 demostrar que la funcién exponencial exp +R es estrictamente convexa. De-
mostrar que para todos x,y > 0, tales que x # y, y todos «, 5 > 0, tales que a + § = 1,
se cumple la desigualdad

%y’ < ax + By.

60 Ejercicio (desigualdad generalizada entre la media aritmética y la media geométrica).
Seann € N, xq,...,x, >0, p1,...,p, > 0 tales que

Sp=t
k=1
Demostrar que
[T <> pa. (1)
k=1 k=1

Sugerencia: usar la desigualdad de Jensen finita para la funcion expg.
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61 Ejercicio (desigualdad entre la media aritmética y la media geométrica). Sean n € N
y Z1,...,%T, > 0. Demostrar que

Tyt Ty,
VX1 Ty < —mMm8m .

Sugerencia: es un caso particular del resultado del Ejercicio 60.

62 Ejercicio (el caso de igualdad en la desigualdad generalizada entre la media aritmética

y la media geométrica). Sean n € N, xy,..., 2, >0, p1,...,p, > 0 tales que
n n n
Zpk =1, szk = Zpkﬂvk-
k=1 k=1 k=1
Demostrar que z; = - - - = x,,. Sugerencia: resolver el Ejercicio 28, luego usar el hecho que

expg es estrictamente convexa.

1 1
63 Ejercicio (la desigualdad de Young). Sean a,b > 0y sean p,q > 1 tales que —+— = 1.
p q

Demostrar que
ab? b
ab < — + —.
p q

64 Ejercicio (la desigualdad estricta de Young). Sean a,b > 0 y sean p,q > 1 tales que

1 1
—+ — =1y aP # bP. Demostrar que
p q

ab b
ab < — 4+ —.
p q

Sugerencia: usar el resultado del Ejercicio 59.

65 Ejercicio (el caso de igualdad en la desigualdad de Young). Sean p,q > 1 tales que

1 1
-+ — =1, y sean a,b > 0. Supongamos que
p q

a? bl
ab = — + —.
p q

Demostrar que a? = b?. Sugerencia: usar el resultado del Ejercicio 64.
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Rectas basicas para las graficas de funciones convexas

66 Ejercicio (una recta bésica para la grafica de una funcién convexa, en el extremo
izquierdo del dominio). Sea A C R un intervalo no trivial tal que a := inf(A) € R, y sea
f: A — R una funcién convexa.

1. Recordar la definicién de f) . (a) y demostrar que este limite es igual a cierto supremo
o infimo.

2. Sea v = f . (a). Supongamos que v € R. Demostrar que para cada = en A,
f(x) = ~(x —a) + f(a).

3. Aplicar este resultado a la funcién —sen en el intervalo [0, 7]. Demostrar de esta
manera la desigualdad sen(z) < z para cada z en [0, 7].

67 Ejercicio (existencia de una recta bdsica de la gréifica de una funcién convexa).
Sea A C R un intervalo, sea ¢ € int(A) y sea f: A — R una funcién convexa. Sea
a € [fl.(c), fle(c)]. Demostrar que para cada x en A se cumple la desigualdad

izq
f(x) > alz —c) + f(o).
En particular, si f es derivable en ¢, entonces para cada x en A se cumple la desigualdad
f(@) > f'(e)(x —c) + f(e).

68 Ejercicio (la desigualdad de Bernoulli para las potencias no necesariamente enteras).
Sean p > 1, x > —1. Demostrar que

(1+2)? > 1+ px.

69 Ejercicio (la desigualdad estricta de Bernoulli para potencias no necesariamente
enteras). Sean p > 1, x > —1, x # 0. Demostrar que

(14+2x)? > 1+ px.

La desigualdad integral de Jensen

70 Ejercicio (la desigualdad integral de Jensen para espacios de probabilidad). Sean
(X,F, 1) un espacio de medida tal que u(X) = 1, A un intervalo, f € LY(X,pu, A) y
g: A — R una funcién convexa tal que g > 0. Demostrar que

g X/fdu SX/(gof)dp.
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Sugerencias. Sean

a = inf(A), b = sup(A), c= /fdu.
b

Considerar por separado los casos cuando ¢ = a o ¢ = b. En el caso principal, cuando
a < ¢ < b, usar la recta bésica de la grafica de la funcién g en el punto (c, g(c)).

71 Ejercicio (la desigualdad de Jensen para espacios de medida finita). Sean (X, JF, )
un espacio de medida tal que 0 < u(X) < +oo, A C R un intervalo, f € LY(X,u, A) y
g: A — R una funcién convexa tal que g > 0. Demostrar que

1 1
) mX/fd,u Sm}(/@ofd/ﬁ-

Sugerencia: considerar la medida normalizada v(Y) = Z 88, es decir, la medida g con
pPeso —~.
w(X)

72 Ejercicio (la desigualdad de Jensen para la funcién potencia). Sean (X,F, ) un
espacio de medida tal que 0 < pu(X) < 400, 0 < p < +oo, f € LYX,u,[0,+00]).
Demostrar que

/fdu ” SM(X)pl/fpdu.

73 Ejercicio (una combinacién convexa como una integral sobre un espacio de probabi-
lidad discreto). Sean Aq,..., A, > 0 tales que

St
k=1
y sean vy, ..., v, € R. Pongamos X = {1,...,m}, v: 2¥ — [0,1],
v(Y) = Z)\k,
key
y definimos f: X — R,
f(/{?) = V.

Demostrar que
Z )\kvk = /de
k=1 e

74 Ejercicio (la desigualdad finita de Jensen se puede ver como un corolario de la
desigualdad integral de Jensen). Demostrar la desigualdad del Ejercicio 26 usando el
Ejercicio 73 y la desigualdad integral de Jensen del Ejercicio 70.
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