Transformada de Fourier en el eje real

Problemas para examen

En esta unidad del curso estudiamos propiedades basicas de la transformada de Fourier
sobre el grupo R.

Caracteres del grupo R (tema optativo)

1. Para cada £ en R definimos sz : R — T mediante la regla
s () = e 2miE (x € R).
Demuestre que s es un caracter del grupo R.
2. Lema. Sea w € C tal que para cada = en R
exp(zw) = 1.
Demuestre que w = 0.

3. Teorema (sobre la forma general de los caracteres del grupo R). Sea 7 un
caracter del grupo R. Demuestre que existe un § € R tal que v = .

4. Isomorfismo entre el grupo R y su dual. Definimos K: R — R mediante la regla

Demuestre que K es un isomorfismo de grupos. En realidad, K también es un homeomor-
fismo, pero en este curso no estudiamos la definicién de la topologia en el grupo dual.

La transformada de Fourier de funciones integrables

5. La transformada de Fourier de cualquier funcién integrable es acotada y
uniformemente continua. Sea f € L'(R). Definimos f: R — C mediante la regla

fig) = | r@ei a

Demuestre que la funcion f es acotada y uniformemente continua.

6. La transformada de Fourier y desplazamientos en el tiempo. Sean f € L'(R),
a € R. Pongamos

g(x) = f(x —a) (x e R).

Exprese g en términos de f.
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7. La transformada de Fourier y dilataciones positivas en el tiempo. Sean f €
L*(R), a > 0. Pongamos

x
g@) =1 (%),
Exprese g en términos de f

8. La transformada de Fourier y la reflexién en el tiempo. Sea f € L!(R). Ponga-
mos

Exprese g en términos de f.

9. La transformada de Fourier de una funcién par. Sea f € L'(R). Supongamos

que f es par, esto es, f(—z) = f(x) para casi todo x en R. Demuestre que f también es
par.

10. La transformada de Fourier y la modulacién en el tiempo. Sean f € L'(R),
a € R. Pongamos

g(r) = &1 f(z).

Exprese g en términos de f.

11. Ejemplo: la transformada de Fourier de la funcién caracteristica de un
intervalo. Sean o, 8 € R tales que o < . Calcule f, donde f = 1,4

12. Ejemplo: la transformada de Fourier de la funcién exponencial en un se-
mieje del eje real. Sea a > 0. Calcule f, donde

e Y x=0;

0, r < 0.

f() = 1jo4m)(2) e = {

13. Ejemplo: la transformada de Fourier de la funcién exponencial del valor
absoluto. Sea a > 0. Calcule f, donde

fla) = el

14. Ejemplo: la transformada de Fourier de una funcién continua lineal a tro-
zos. Calcule f, donde
11—z, xz€][0,1];
fle) =<x—1, ze[-1,0);
0, r e R\[-1,1].

15. Ejemplo: la transformada de Fourier de la funcion gaussiana. Calcule f,
donde f(z) = e~™’_ Se recomienda usar herramientas de anélisis complejo.
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16. Ejemplo: el nicleo de calor como la transformada de Fourier de una fun-

cion. Pongamos
1 2

Hi(x) = e .
(@) VAt
Demuestre que
Ht(ﬂf) _ J e27rix£ ef4w2t£2 dé— (1)
R

17. Ejemplo: la transformada de Fourier de un caso particular del nicleo de
Poisson. Calcule f, donde
1
o) = vy

Se recomienda usar residuos.

18. Ejemplo: la transformada de Fourier del niicleo de Poisson. Para cada y > 0

pongamos

— Y
P,(x) = T

Demuestre que P,(£) = e~ 2,
19. Lema de Riemann—Lebesgue para la transformada de Fourier sobre los
nimeros reales. Sea f € L'(R). Demuestre que

~

lim f(£§) =0.

|€]—00
20. Aproximacién de la transformada de Fourier por la transformada finita de
Fourier. Sea f una funcién integrable y continuamente derivable, tal que f’ es acotada,
y sea M un ntimero entero positivo par. Pongamos

n=M? =5t g (0 <k <n), §j=—7+ﬂ (0<j<n),
1n—1
_ —2mixzp;
(o) = 3 2 S a7t

Demuestre que

~

onr)y — Fl&)] < 7@l de 4 217 e

,[R{\[—M/Q,Mﬂ]

Demuestre que
gu = $n O Fo(sn O vnr),

donde F;, es la transformada finita de Fourier de orden n, ® es la operacion de multipli-
cacién de vectores por componentes,

so =[]0 o = [Fan]i.
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21. Programacioén: aproximacién de la transformada de Fourier por la trans-
formada finita de Fourier. En algtin lenguaje de programacion escriba una funcion que
realice las formulas del problema anterior.

ENTRADA: funcién f, nimero entero positivo par M.

2_
§=0
funcién f en los puntos §;. Se supone que ya estd dada una funciéon fft que realiza la

transformada rapida de Fourier (de vectores finitos).

SALIDA: el vector gy = [(gM)] cuyas componentes aproximan los valores de la

22. Programacion: prueba de la aproximacion de la transformada de Fourier
de la funcién gaussiana. En algin lenguaje de programacion escriba una funcion que
pruebe el algoritmo del Problema 21 con el ejemplo del Problema 15.

ENTRADA: ntimero entero positivo M.

~

SALIDA: max [(gm); — f(&5)]-

23. Programacién: prueba de la aproximacién de la transformada de Fourier de
un caso particular del niicleo de Poisson. En algtin lenguaje de programacion escriba
una funcién que pruebe el algoritmo del Problema 21 con la funciéon del Problema 17.

ENTRADA: ntimero entero positivo M.

~

SALIDA: max [(gm); — F(&)]-

La transformada de Fourier y la derivada

24. La transformada de Fourier de la derivada. Enuncie y demuestre la férmula
para la tranformada de Fourier de la funcién f’, suponiendo que f € L'(R) y f' € L'(R).

25. La derivada de la transformada de Fourier. Sea f € L!'(R). Enuncie una condi-

cion suficiente para que la funcién f sea derivable, exprese su derivada en términos de la
funcion f, y demuestre este resultado.

Convolucién en L'(R)

26. Definicién de la convolucién de dos funciones integrables. Sean f,g € L'(R).
Demuestre que para casi todo x en R

j;ﬂx—wuwwmy<+w

y que la funcion f = g definida mediante la regla
(F+9)la) = | f@=v) 9l
R
es de clase L'(R).
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27. Propiedades aritméticas de la convoluciéon de funciones integrables. Sean
f,9,h e L'(R), a € C. Demuestre que

frg=g~F, (f*g)*h:f*(g*h>7
(f+9)xh=Ffxh+gx~h, (f) xg =alf *g).

Como consecuencia, L'(R) con las operaciones vectoriales comunes y con la operacién #,
es una algebra compleja asociativa y conmutativa.

28. Teorema de convolucién. Sean f, g € L'(R). Demuestre que m = f;

29. Férmula de reciprocidad para la convolucién. Sean f,g € L'(R) y sea

mm=meM&%

Demuestre que para cada = en R
| fe-ncway = [ Fese e o
R R

30. Férmula para la convolucién con el niicleo de calor. Sea f € L'(R). Demuestre
que

<Hﬂfmw=fe4*ﬁf@m%@da

R

Ncleos aproximativos en el eje real

31. Definicién de niticleos aproximativos. Sea (K;);~¢ una familia de funciones de
clase L'(R). {Cudndo se dice que (K;)i~¢ es un niicleo aproximativo? ;Cudndo se dice
que (K})i=o es una familia de Dirac?

32. Una receta para construir familias de Dirac. Sea f € L'(R) tal que f > 0y
|f|1 = 1. Pongamos

1 T
K, = - (—) .
+() tf ;
Demuestre que (K;)i~o es una familia de Dirac.

33. El nicleo de calor es una familia de Dirac. Demuestre que la familia (H;)
del Problema 16 es una familia de Dirac.

34. Aproximaciéon uniforme de funciones acotadas uniformemente continuas
por medio de ntcleos aproximativos. Sea f € Cy,(R) y sea (K})i~¢ un nucleo apro-
ximativo. Demuestre que

limsup [(K; = f)(z) — f(z)] = 0.

=0 zeRr

35. Aproximacion de funciones integrables por medio de nuicleos aproximati-
vos. Sea f € L'(R). Demuestre que

lim K, « f — f = 0.
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La transformada de Fourier en la clase de Schwartz

36. Definiciones equivalentes de la clase de Schwartz. Escriba varias definiciones
equivalentes de la clase de Schwartz S(R) y demuestre su equivalencia.

37. La funcion gaussiana pertenece a la clase de Schwartz. Muestre que la funcion
f del Problema 15 pertenece a S(R).

38. Las funciones de la clase de Schwartz son integrables. Sea f € S(R). Demuestre
que f e L'(R).

39. Transformada de Fourier de una funcién de la clase de Schwartz. Sea [ €
S(R). Demuestre que f € S(R).

40. Formula de inversién de Fourier para funciones de la clase de Schwartz.
Sea f € S(R). Demuestre que

f(x) = Lﬂf) i e,

Solucion de la ecuacion de calor en la recta real

41. Deduccién de la solucién de la ecuacién de calor. Sea f € S(R). Supongamos
que u € C*(R x [0,400)) y que u es una solucién de la ecuacién de calor

(Dou)(z,t) = (Dju)(x,t) (xeR, t>0).
Muestre (sin justificaciones formales) que

u(e,t) = (Hp« f)(x).

42. Aproximacién de la solucién de la ecuacién de calor. Sean f € S(R), M > 0,
n e N, t > 0. Pongamos

M Mj M Mk

zj = (7€{0,...,n—1}), o=t (ke{0,...,n—1}).

Muestre que (H, * f); ~ v;, donde

43. Programacién: aproximacion de la solucién de la ecuacién de calor. En algin
lenguaje de programacién escriba una funcién que realice la férmula del Problema 42.

ENTRADA: funcién f, nimeros enteros positivos M y n, niimero positivo .
SALIDA: el vector v definido mediante la férmula (2).
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