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Objetivos

Dada una funcién f: [a, b] — R, definir su
@ variacién total Var2(f),
e variacién positiva PVar2(f),
@ variacién negativa NVar2(f).

Demostrar que
Varb(f) = PVar2(f) + NVar(f).



Particiones de un intervalo

Sean a, b € R. Se dice que 7 es una particién del intervalo [a, b] si 7 es una tupla de la forma

T =(70,T1,---,Tn),

donde



Particiones de un intervalo

Sean a, b € R. Se dice que 7 es una particién del intervalo [a, b] si 7 es una tupla de la forma

T =(70,T1,---,Tn),

donde

a=m<T<--<7,=b.

P(a, b) = el conjunto de todas las particiones del intervalo [a, b].



Particiones de un intervalo

Sean a, b € R. Se dice que 7 es una particién del intervalo [a, b] si 7 es una tupla de la forma

donde

P(a, b) = el conjunto de todas las particiones del intervalo [a, b].

Ejemplo.

(-3, 1,v/2,5) € P(-3,5), (—3,-2,0,1071% 7 5) € P(-3,5).



“La variacién de una funcién asociada a una particién”

abs f T = Z’f(’rj
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f(7j-1)]-

T = (70, T1, T2, T3, T4).

Sabs(fa T) -



“La variacién de una funcién asociada a una particién”

abs fT = Z’f('rj 7} 1)‘

T = (70, T1, T2, T3, T4)-

Sabs(f, 7) = |f(m1) — f(70)]

vl of ™ 73 \/ T4=b
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T = (70, T1, T2, T3, T4)-

Sabs(f,7) = |f(71) — f(70)|
+ [f(72) = f(71)]



“La variacién de una funcién asociada a una particién”

abs f T = Z’f(’rj

T1

™2 ™ \J m=b

f(7j-1)]-

T = (70, T1, T2, T3, T4)-

Sabs(f,7) = |f(71) — f(70)|
+ [f(72) — f(71)]
+ |f(73) — f(72)]



“La variacién de una funcién asociada a una particién”

Sabs(f,7) =

Z!f(ﬁ

T1

T2

73 \/ T4=b

f(7j-1)]-

T = (70, T1, T2, T3, T4)-

Sabs(f, 7) = |f(m1) — f(70)]
+ [f(72) — f(71)]
+ [f(73) — f(72)]
+ |f(7a) = f(73)].



La variacién total de una funcidon en un intervalo

Varg(f) = SUp Sabs(f,’]'),
T€P(a,b)

esto es,
n

Var(f) = sup D 1) = F(1-1)1.
(70,---s7n)EP(a,b) j=1



Proposicion (la variacién total de una funcién Lipschitz continua)

Sea f: [a, b] — R una funcién Lipschitz continua con coeficiente L:
Vx,y €lab]  [f(x) = f(y)[ < Llx—vyl.

Entonces
Var2(f) < L(b - a).




Proposicién (la variacién total de una funcién Lipschitz continua)

Sea f: [a, b] — R una funcién Lipschitz continua con coeficiente L:

Vx,y €la, bl |f(x) = f(y)| < L|x—yl.

Entonces
Var2(f) < L(b - a).
Demostracién. Para cada 7 = (9, ...,7,) en P(a, b),
n n
Sabs(f,7) = D _|F(7) = F(7-2)l < X L7 — 7-1)
j=1 =1

=LY (j—7-1)=L(b—a)
j=1



Ejemplo de una funcién continua con variacién total infinita

1/2;

-1/21



Ejemplo de una funcién continua con variacién total infinita

Flx) = {xcos)—{, x € (0,1];

0, x =0.



Ejemplo de una funcién continua con variacién total infinita

xcost, x€(0,1];
0, x =0.

f(x) =

Para cada n en N, consideremos la particién



Ejemplo de una funcién continua con variacién total infinita
xcost, x€(0,1];
0, x =0.

Para cada n en N, consideremos la particién

T(n) - <07 1 ) 1 bl 17 1>
nt’  (n—1) ™
n—1 i+1 n—1 n—1
Sabs(fyT(n)) ( 1)J 1)1‘ 1 + i > g 1
Jl(j—i—l 7T(_/+1) Hir T T




Ejemplo de una funcién continua con variacién total infinita

xcost, x€(0,1];
0, x =0.

Para cada n en N, consideremos la particién

n—1

1+ 1)! e S I Rt S |
(") — z hl

b fT = + >
Sabs le j+1 ‘ 7T(_/+1 lejﬂ' Fj;_j

Luego
21y 2.1
Varb() 2 sup Syes(f, 7)) 2 sup (£ = | = 23" = = o0,

neN neN \ T = 2J



La parte positiva y la parte negativa de un nimero real (repaso)

Para cada t en R,

0, t<O0; —t, t<O.

t, t>0, 0, t>0,
Pos(t) = { Neg(t) := {



La parte positiva y la parte negativa de un nimero real (repaso)

Para cada t en R,

t, t>0, 0, t=0,
Pos(t) = Neg(t) =
0, t<0; —t, t<0.

Propiedades:
Pos(t) — Neg(t) = t, Pos(t) + Neg(t) = |t],

0 < Pos(t) < |t], 0 < Neg(t) <t



La parte positiva y la parte negativa de un nimero real (repaso)

Para cada t en R,

0, t<O0; —t, t<O.

t, t>0, 0, t>0,
Pos(t) = { Neg(t) = {

Propiedades:
Pos(t) — Neg(t) = t, Pos(t) + Neg(t) = |t],

0 < Pos(t) < |t], 0 < Neg(t) <t

Notemos que /a parte negativa de t es un nimero no negativo.



La variacién positiva y la variacién negativa

asociadas a una funcién y una particion

Si(f,7) = Pos(f(r) — f(1-1)),  S—(f,7):=)_Neg(f(r;) — f(7;-1)).
j=1

Jj=1



La suma y la diferencia de S,(f,7)y S_(f,7)

Proposicién
Sean f: [a,b] = R, 7 € P(a, b). Entonces,

Si(f,7) = S_(f,7) = f(b) — f(a), Si(f,7)+ S_(f,7) = Sas(f, 7),




Idea de demostracién

Para cada j en {1,...,n},
Pos(f(7;) — f(7j-1)) — Neg(f(7;) — f(7j-1)) = f(7;) — f(7j-1),

Pos(f(7;) — f(7j-1)) + Neg(f(7;) — f(7j-1)) = |f(73) — f(75-1)-

Sumando sobre j, obtenemos el resultado.



En particular, hemos demostrado que

Si(f,7) + S_(f,7) = Saps(f, 7).



En particular, hemos demostrado que

St(fy7) + S_(f,7) = Sans(f, 7).

Corolario

S+(fa7—) < Sabs(fvT)a S—(f7T) < Sabs(faT)'




La variacién positiva y negativa de una funcién

PVar2(f) = sup Si(f,7), NVarb(f):= sup S_(f,7).
T€P(a,b) T€P(a,b)



Relaciones entre Var, PVar y NVar

Teorema
Sea f: [a, b] — R. Entonces,

PVar2(f) = NVarb(f) + f(b) — f(a),

Var2(f) = PVar2(f) + NVar2(f).




Un intento malo de demostracion

Usamos la igualdad
Sabs(f,7) = S(f,7) + S_(f, 7).
En el lado derecho tenemos la suma de dos expresiones que dependen de 7.

Si pasamos al supremo sobre 7, solo obtenemos <:

sup (p(1) + (7)) < sup o(7) + sup Y(T).



Demostracion, inicio

Para cada 7 en P(a, b),
Si(f,7) =S_(f,7)+ f(b) — f(a).



Demostracion, inicio

Para cada 7 en P(a, b),
Si(f,7) =S_(f,7)+ f(b) — f(a).

Ojo: en cada lado hay solo un término que depende de 7.



Demostracion, inicio

Para cada 7 en P(a, b),
Si(f,7) =S_(f,7)+ f(b) — f(a).

Ojo: en cada lado hay solo un término que depende de 7.

Pasamos al supremo sobre 7 y obtenemos

PVar2(f) = NVarb(f) + f(b) — f(a).



Demostracion, final

Para cada 7 en P(a, b),

Sabs(faT)



Demostracion, final

Para cada 7 en P(a, b),

Sabs(fa T) =



Demostracion, final

Para cada 7 en P(a, b),

Sabs(f, 7) = S4(f,7) + S_(f,7)



Demostracion, final

Para cada 7 en P(a, b),

Sabs(f, 7) = S4(f,7) + S_(f,7) =



Demostracion, final

Para cada 7 en P(a, b),

Sabs(f, 7) = S4(f,7) + S_(f,7) = =25_(f,7) + f(b) — f(a).



Demostracion, final

Para cada 7 en P(a, b),
Sabs(F, 7) = S4(f,7) + S_(f,7) = =25_(f,7) + f(b) — f(a).

Ojo: en cada lado hay solo un término que depende de 7.



Demostracion, final

Para cada 7 en P(a, b),

Sabs(f, 7) = S4(f,7) + S_(f,7) = =25_(f,7) + f(b) — f(a).

Ojo: en cada lado hay solo un término que depende de 7.

Pasamos al supremo sobre 7 en P(a, b):

Var2(f) = 2NVarb(f) + f(b) — f(a).



Demostracion, final

Para cada 7 en P(a, b),

Sabs(f, 7) = S4(f,7) + S_(f,7) = =25_(f,7) + f(b) — f(a).

Ojo: en cada lado hay solo un término que depende de 7.

Pasamos al supremo sobre 7 en P(a, b):

Var2(f) = 2NVarb(f) + f(b) — f(a).

Recordamos que NVar?(f) + f(b) — f(a) = PVar2(f) y obtenemos el resultado.



Proposicién (la variacién total de una funcién creciente)

Sea f: [a, b] — R una funcién creciente. Entonces

PVar2(f) = f(b) — f(a), NVar(f) =0, Varb(f) = f(b) — f(a).




Proposicién (la variacién total de una funcién creciente)

Sea f: [a, b] — R una funcién creciente. Entonces

PVar2(f) = f(b) — f(a), NVar2(f) = 0, Varb(f) = f(b) — f(a).

Demostracion. Para cada 7 = (79, ...,7,) en P(a, b),

para cada j en {1,...,n} tenemos f(7;) — f(7j—1) >0

n

Sabs(f,7) = Si(F,7) = D _(F(7) — £(75-1)) = F(7a) — f(70) = f(b) — f(a),

=1

S_(f,7)=> 0=0.
j=1



Proposicién (la variacién total de una funcién creciente)

Sea f: [a, b] — R una funcién creciente. Entonces

PVar2(f) = f(b) — f(a), NVar2(f) = 0, Varb(f) = f(b) — f(a).

Demostracion. Para cada 7 = (79, ...,7,) en P(a, b),

para cada j en {1,...,n} tenemos f(7;) — f(7j—1) >0

n

Sabs(f,7) = Si(F,7) = D _(F(7) — £(75-1)) = F(7a) — f(70) = f(b) — f(a),

=1

S_(f,7)=> 0=0.
j=1



Proposicién (la variacion total de una funcién decreciente)

Sea f: [a, b] — R una funcién decreciente. Entonces

PVar2(f) =0,
NVarl(f) = f(a) — f(b),
Var2(f) = f(a) — f(b).




Proposicién (la variacion total de una funcién decreciente)

Sea f: [a, b] — R una funcién decreciente. Entonces

PVarb(f) =0,
NVarl(f) = f(a) — f(b),
Var2(f) = f(a) — f(b).

Consecuencia: si f es mondtona,

Varb(f) = |f(b) — (a)].

a



La variacién total de una funcién vectorial

(= la longitud de una curva en RY)

Sea f: [a,b] — RY.

Vx € [a, b] f(x) = [f(x)]92; € RY.
Para cada 7 en P(a, b),

abs f 7- = ZHfTJ 7—J 1)”27

donde || - ||2 es la norma euclidiana en RY.

Varla’(f) = sup Sas(f,7).
T€P(a,b)



La variacién total de una funcién vectorial

Sea f: [a, b] — RY,
Vx e€la,b]  f(x)=[f(x)]{_; € RY.



La variacién total de una funcién vectorial

Sea f: [a, b] — RY,
Vx € [a,b]  f(x) = [f(x)]; € RY.
Ejercicio.

Dados j en {1,...,d} y 7 en P(a,b), acotar Sips(fk, ) en términos de S,ps(f, 7).



La variacién total de una funcién vectorial

Sea f: [a, b] — RY,
Vx €[a,b]  f(x)=[fi(x)]f—; € RY.
Ejercicio.
Dados j en {1,...,d} y 7 en P(a,b), acotar Sips(fk, ) en términos de S,ps(f, 7).
Ejercicio.

Dada 7 en P(a,b), acotar Syps(f,7) en términos de Saps(fi,7), - - -, Sabs(fas 7).



La variacién total de una funcién vectorial

Sea f: [a, b] — RY,
Vx € [a,b]  f(x) = [f(x)]; € RY.
Ejercicio.

Dados j en {1,...,d} y 7 en P(a,b), acotar Sips(fk, ) en términos de S,ps(f, 7).

Ejercicio.

Dada 7 en P(a,b), acotar Syps(f,7) en términos de Saps(fi,7), - - -, Sabs(fas 7).

Ejercicio. Demostrar que

Varb(f) < +o0 = Vk € {1,...,d} Varb(fi) < +oc.



La variacién total de una funcién compleja

Sea f: [a, b] — C.
Para cada 7 en P(a, b),

Sabs(f,7) : Z}fTJ—fTJ1|.



La variacién total de una funcién compleja

Sea f: [a, b] — C.
Para cada 7 en P(a, b),

Sabs(f,7) : Z}fTJ—fTJ1|.

Varg(f) = sup Sas(f, 7).
T€P(a,b)



La variacién total de una funcién compleja

Sea f: [a, b] — C.
Para cada 7 en P(a, b),

absz Z}fﬂ_fﬂ1|

Varg(f) = sup Sas(f, 7).
T€P(a,b)

Ejercicio. Demostrar que

Varb(f) < +o0 = Varb(Re(f)) < 400 A Varl(Im(f)) < +o0.



Planes para el futuro

Sean f: [a,b] = R, a< c < b.
En las siguientes clases demostraremos que

Varg(f)
PVar(f)
NVar(£)

VarS(f) 4 Var2(f),
PVar(f) + PVar?(f),
NVarS(f) + NVar2(f).



