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Objetivo: demostrar teoremas del valor medio para integrales de la forma

b
/fg,
a

donde f es mondtona y g es compleja.
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Objetivo: demostrar teoremas del valor medio para integrales de la forma

b
/fg,
a

donde f es mondtona y g es compleja.

Prerrequisitos:
® ¢l criterio del intervalo,
® |3 transformada de Abel para sumas de productos,

® |a parte entera y sus propiedades.
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alor medio para integrales de productos

Ejemplos y problemas

El criterio del intervalo

Proposicién
Sea ACR, A# 0.
Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) existen a, b € R tales que A tiene una de las formas

[a, b], (a, b], [a, b), (a, b);

(b) paracada x,y en A, [x,y] C A
(c) (inf(A),sup(A)) C A.
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La transformada de Abel para sumas de productos (un caso particular)

Proposicién
m m—1

Z V(U — Uk—1) = VmUm — viUg + Z(Vk — Vi1) Uk
k=1 k=1
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La transformada de Abel para sumas de productos (un caso particular)
Proposicién

m

m—1
Z vk(uk — ukfl) = VmUm — V1Ug + Z(Vk — vk+1)uk.
k=1 k=1

Demostracién.
m m m m—1 m
E vk(uk — uk_l) = E ViU — E Vilj—1 = VmlUm + E ViU — E Viuj—1 — Vil
k=1 k=1 j=1 k=1 j=2
m—1 m—1
= VmlUm — ViUg + E ViU — E Vi1 U ]

k=1 k=1
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® Aproximacién de funciones mondtonas
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Lema (sobre preimagenes de intervalos respecto a funciones monétonas)

Sean A un intervalo de R, f: A — R una funcién decreciente y B un intervalo de R.

Entonces el conjunto f ~1[B] es un intervalo de R.
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0®000000

Lema (sobre preimagenes de intervalos respecto a funciones monétonas)

Sean A un intervalo de R, f: A — R una funcién decreciente y B un intervalo de R.

Entonces el conjunto f ~1[B] es un intervalo de R.

Demostracién. Supongamos que x,y € f 1[B], esto es, f(x), f(y) € B.
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0®000000

Lema (sobre preimagenes de intervalos respecto a funciones monétonas)

Sean A un intervalo de R, f: A — R una funcién decreciente y B un intervalo de R.

Entonces el conjunto f ~1[B] es un intervalo de R.

Demostracién. Supongamos que x,y € f 1[B], esto es, f(x), f(y) € B.
Demostremos que [x, y] C f~1[B].
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0®000000

Lema (sobre preimagenes de intervalos respecto a funciones monétonas)

Sean A un intervalo de R, f: A — R una funcién decreciente y B un intervalo de R.

Entonces el conjunto f ~1[B] es un intervalo de R.

Demostracién. Supongamos que x,y € f~1[B], esto es, f(x), f(y) € B.
Demostremos que [x, y] C f~1[B].
Sea z € (x,y). Como f es decreciente,
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0®000000

Lema (sobre preimagenes de intervalos respecto a funciones monétonas)

Sean A un intervalo de R, f: A — R una funcién decreciente y B un intervalo de R.

Entonces el conjunto f ~1[B] es un intervalo de R.

Demostracién. Supongamos que x,y € f~1[B], esto es, f(x), f(y) € B.
Demostremos que [x, y] C f~1[B].
Sea z € (x,y). Como f es decreciente,

f(x) = £(z) = f(y).
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0®000000

Lema (sobre preimagenes de intervalos respecto a funciones monétonas)

Sean A un intervalo de R, f: A — R una funcién decreciente y B un intervalo de R.

Entonces el conjunto f ~1[B] es un intervalo de R.

Demostracién. Supongamos que x,y € f~1[B], esto es, f(x), f(y) € B.
Demostremos que [x, y] C f~1[B].
Sea z € (x,y). Como f es decreciente,

f(x) > f(z) = f(y).

Luego
f(z) € [f(y), f(x)]
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0®000000

Lema (sobre preimagenes de intervalos respecto a funciones monétonas)

Sean A un intervalo de R, f: A — R una funcién decreciente y B un intervalo de R.

Entonces el conjunto f ~1[B] es un intervalo de R.

Demostracién. Supongamos que x,y € f~1[B], esto es, f(x), f(y) € B.
Demostremos que [x, y] C f~1[B].
Sea z € (x,y). Como f es decreciente,

f(x) > f(z) = f(y).

Luego
f(z) € [f(y), f(x)] €
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Lema (sobre preimagenes de intervalos respecto a funciones monétonas)

Sean A un intervalo de R, f: A — R una funcién decreciente y B un intervalo de R.

Entonces el conjunto f ~1[B] es un intervalo de R.

Demostracién. Supongamos que x,y € f~1[B], esto es, f(x), f(y) € B.
Demostremos que [x, y] C f~1[B].
Sea z € (x,y). Como f es decreciente,

f(x) > f(z) = f(y).

Luego
f(z) € [f(y). f(x)] € B.
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Lema (sobre preimagenes de intervalos respecto a funciones monétonas)

Sean A un intervalo de R, f: A — R una funcién decreciente y B un intervalo de R.

Entonces el conjunto f ~1[B] es un intervalo de R.

Demostracién. Supongamos que x,y € f~1[B], esto es, f(x), f(y) € B.
Demostremos que [x, y] C f~1[B].
Sea z € (x,y). Como f es decreciente,

f(x) > f(z) = f(y).

Luego
f(z) € [f(y). f(x)] € B.

Por la definicién de la preimagen,
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Lema (sobre preimagenes de intervalos respecto a funciones monétonas)

Sean A un intervalo de R, f: A — R una funcién decreciente y B un intervalo de R.

Entonces el conjunto f ~1[B] es un intervalo de R.

Demostracién. Supongamos que x,y € f~1[B], esto es, f(x), f(y) € B.
Demostremos que [x, y] C f~1[B].
Sea z € (x,y). Como f es decreciente,

f(x) > f(z) = f(y).

Luego
f(z) € [f(y). f(x)] € B.

Por la definicién de la preimagen, z € f~1[B]. O



Aproximacién de funciones monétonas
[e]e] lelele]e]e)

Dibujo: la preimagen de un intervalo respecto a una funcién decreciente

F-1(B] ~—
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Teorema (aproximacién uniforme de funciones decrecientes
por funciones numerablemente escalonadas)
Sean A un intervalo de R, f: A — R una funcién decreciente en A, n € N.

Entonces existe una funcién “numerablemente escalonada” ¢: R — R de la forma

Y= Z vkly,,

kEZ

donde (Jk)kez es una sucesién de intervalos disjuntos a pares cuya unién es A, tal que:
1) la restriccién ¢|a es una funcién decreciente,
2) Vx e A 0 < f(x) —p(x) < i,
3) ¢>0,sif>0.
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0O000e000

Idea de demostracion. Pongamos

k k+1
Ji = XGA:; *

< R
<) <



e herramientas Aproximacién de funciones monétonas medio para inte

0O000e000

Idea de demostracion. Pongamos

k k+1 k
Ji = XGA:; +

< _— = —
_f(X)< n ’ Vi )
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0O000e000

Idea de demostracion. Pongamos

k k+1 k
— A: _<f - = — = 1 .
Ji {X € P (x) < p }, Vi . % g vikly,
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0O000e000

Idea de demostracion. Pongamos
k k+1 k
= A —<f N = — = 1.
Jk {XG P (x) < p }, Vi = @ ka Ji

En otras palabras,
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0O000e000

Idea de demostracion. Pongamos

k k+1 k
Jk:={x€A:—§f(x)<L}, Vi = —,
n n n
En otras palabras,
f'
LUOTI
p(x) = n
0, x e R\ A

Q= ZVk]._]k.

kEZ

Por el lema sobre las preimagenes de intervalos bajo una funcién monétona,

para cada k en Z el conjunto Ji es un intervalo de R.
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Corolario (aproximacién uniforme de funciones decrecientes positivas en un intervalo
compacto por funciones escalonadas)
Sean a,b € R, a< b, A= [a, b],
f: A— [0,+00) una funcién decreciente, n € N.
Entonces existe una funcién escalonada ¢: R — R, nula fuera de Ay tal que:
1) la restriccién ¢|a es decreciente,
2) Vxe A 0<f(x)—op(x) < i,
3) ¥xe A o(x) > 0.
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0000000

Corolario (aproximacién uniforme de funciones decrecientes positivas en un intervalo
compacto por funciones escalonadas)
Sean a,b € R, a< b, A= [a, b],
f: A— [0,+00) una funcién decreciente, n € N.
Entonces existe una funcién escalonada ¢: R — R, nula fuera de Ay tal que:
1) la restriccién ¢|a es decreciente,
2) Vxe A 0<f(x)—op(x) < i,
3) ¥xe A o(x) > 0.

m
Notemos que ¢ es de la forma ¢ = Z Vily,,
k=1
donde (ax_1,ax) € Jk Cak_1,ak], a=ap<ar<ar<...<am=b.
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Dibujo: aproximacién de una funcién decreciente en un intervalo compacto

14
n=2
V=1
a0 al ar
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Proposicién (las funciones monétonas son medibles y localmente integrables)

Sea A un intervalo y sea f: A — R una funcién monétona. Entonces:

1) f es medible,
2) f es acotada en todo subintervalo compacto de A,

3) f es integrable en todo subintervalo compacto de A.
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© Teoremas del valor medio para integrales de productos
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Teorema del valor medio para la integral del producto
de una funcién decreciente por una funcién compleja
Sea f: [a, b] — [0, +00) una funcién decreciente y sea g € L}([a, b],C).
Entonces fg € L!([a, b],C) y
/&
a

a<x<b

b
/ fg| < f(a) max
a




herramientas : e funcio s Teoremas del valor medio para integrales de productos
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Inicio de la demostracion: notacion.
Definimos G: [a, b] — C,
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[e]e] Jele]e]e]e]e]e)

Inicio de la demostracion: notacion.
Definimos G: [a, b] — C,

Entonces G € AC(]a, b], C).
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[e]e] Jele]e]e]e]e]e)

Inicio de la demostracion: notacion.
Definimos G: [a, b] — C,

Entonces G € AC([a, b],C). En particular, G es
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[e]e] Jele]e]e]e]e]e)

Inicio de la demostracion: notacion.
Definimos G: [a, b] — C,

Entonces G € AC([a, b],C). En particular, G es continua y acotada.
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Inicio de la demostracion: notacion.
Definimos G: [a, b] — C,

Entonces G € AC([a, b],C). En particular, G es continua y acotada.

Pongamos
K = max |G(x)|.

a<x<b
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Continuacion de la demostracion: el caso cuando f es escalonada.
Consideremos un caso particular cuando f es escalonada.
Supongamos que
m
f = E vily,,
k=1

donde (ax_1,ax) € Jxk Clak_1,ak], a=ap < a1 <...<am=b.
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Continuacién de la demostracion: el caso cuando f es escalonada.
Consideremos un caso particular cuando f es escalonada.

Supongamos que

m
f= ZVk].Jk,

k=1

donde (ax_1,ax) € Jxk Clak_1,ak], a=ap < a1 <...<am=b.

Entonces
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Continuacién de la demostracion: el caso cuando f es escalonada.
Consideremos un caso particular cuando f es escalonada.

Supongamos que

m
f= ZVk].Jk,

k=1

donde (ax_1,ax) € Jxk Clak_1,ak], a=ap < a1 <...<am=b.

Entonces

b m Ay
/ fg = E Vk/ 1Jk g =
a k-1

k=1
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Continuacién de la demostracion: el caso cuando f es escalonada.
Consideremos un caso particular cuando f es escalonada.

Supongamos que

m
f= ZVk].Jk,

k=1

donde (ax_1,ax) € Jxk Clak_1,ak], a=ap < a1 <...<am=b.

Entonces

b m ax m A
/‘@=§ W/’lug=g W/ g =
a a k=1 k-1

k=1 k=1
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Continuacién de la demostracion: el caso cuando f es escalonada.
Consideremos un caso particular cuando f es escalonada.

Supongamos que

m
f= ZVk].Jk,

k=1

donde (ax_1,ax) € Jxk Clak_1,ak], a=ap < a1 <...<am=b.

Entonces

b m Ay m ag m
[e=>u [ te=Yw/[ &= w6 - 6@
a a k=1 -1 k=1

k=1 k=1
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Continuacién de la demostracion: el caso cuando f es escalonada.

Aplicamos la transformada de Abel a la suma obtenida:

b m
[ =Y w60 - (e -
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Continuacién de la demostracion: el caso cuando f es escalonada.

Aplicamos la transformada de Abel a la suma obtenida:
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Continuacién de la demostracion: el caso cuando f es escalonada.

Aplicamos la transformada de Abel a la suma obtenida:

b m m m
/ =3 vi(G(a) - Glar 1) = > wGlaw) — > wGlak 1)
a k=1 k=1

m—1 m
= VmG(am) + > wG(ak) = Y viG(ak—1) — v1G(a0)
k=1 k=2
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Continuacién de la demostracion: el caso cuando f es escalonada.

Aplicamos la transformada de Abel a la suma obtenida:

b m
/ﬁg:ka(G(ak) G(ar1) kaG ak)—ZVkG 1)
a

k=1
m—1
:va(am)—i-kaG ak kaG(ak 1)—V1G(ao)
k=1
m—1
=vmG(am)+ Y (vk — vkr1)G(ak).
k=1
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Continuacién de la demostracion: el caso cuando f es escalonada.

Aplicamos la transformada de Abel a la suma obtenida:

b m
/ﬁg:ka(G(ak) G(ak_1) kaG ak)—ZVkG k1)
a

k=1
m—1
:va(am)—i-kaG ak kaG(ak 1)—V1G(ao)
k=1
m—1
=vmG(am)+ Y (vk — vkr1)G(ak).
k=1
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Continuacién de la demostracion: el caso cuando f es escalonada.

Aplicamos la transformada de Abel a la suma obtenida:

b m
/ﬁg:ka(G(ak) G(ak_1) kaG ak)—ZVkG k1)
a

k=1
m—1
:va(am)—i-kaG ak kaG(ak 1)—V1G(ao)
k=1
m—1
=vmG(am)+ Y (vk — vkr1)G(ak).
k=1
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Continuacién de la demostracion: el caso cuando f es escalonada.

Aplicamos la transformada de Abel a la suma obtenida:

b m
/ﬁg:ka(G(ak) G(ak_1) kaG ak)—ZVkG k1)
a

k=1

m—1

:va(am)—i-kaG ak kaG(ak 1)—V1G(ao)
k=1
m—1

=vmG(am)+ Y (vk — vkr1)G(ak).
k=1

m—1
Luego / fg| <K | Vm+ Z(vk — Vk+1) =

a k=1
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Continuacién de la demostracion: el caso cuando f es escalonada.

Aplicamos la transformada de Abel a la suma obtenida:

b m
/ﬁg:ka(G(ak) G(ak_1) kaG ak)—ZVkG k1)
a

k=1

m—1

:va(am)—i-kaG ak kaG(ak 1)—V1G(ao)
k=1
m—1

=vmG(am)+ Y (vk — vkr1)G(ak).
k=1

m—1
Luego / fg| <K vm—{—Z(vk—vk_H) = =

a k=1
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Continuacién de la demostracion: el caso cuando f es escalonada.

Aplicamos la transformada de Abel a la suma obtenida:

b m
/ﬁg:ka(G(ak) G(ak_1) kaG ak)—ZVkG k1)
a

k=1

m—1

:va(am)—i-kaG ak kaG(ak 1)—V1G(ao)
k=1
m—1

=vmG(am)+ Y (vk — vkr1)G(ak).
k=1

m—1
Luego / fgl <K|vm+ Z(vk — k1) | = Kvi = Kf(a) =

a k=1
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Continuacién de la demostracion: el caso cuando f es escalonada.

Aplicamos la transformada de Abel a la suma obtenida:

b m
/ﬁg:ka(G(ak) G(ak_1) kaG ak)—ZVkG k1)
a

k=1

m—1

:va(am)—i-kaG ak kaG(ak 1)—V1G(ao)
k=1
m—1

=vmG(am)+ Y (vk — vkr1)G(ak).
k=1

m—1
Luego / fgl <K|vm+ Z(vk — kt1) | = Kvi = Kf(a) . =

a k=1
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Final de la demostracioén.
Consideremos el caso general: f es decreciente, pero no necesariamente escalonada.
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[e]e]e]e]e] Jeje]e]e)

Final de la demostracioén.
Consideremos el caso general: f es decreciente, pero no necesariamente escalonada.

Dado € > 0, encontramos una funcién ¢ escalonada y decreciente en [a, b], tal que

O<p<f, |f=¢lsup<e
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[e]e]e]e]e] Jeje]e]e)

Final de la demostracion.

Consideremos el caso general: f es decreciente, pero no necesariamente escalonada.

Dado € > 0, encontramos una funcién ¢ escalonada y decreciente en [a, b], tal que
0<p<f, [[f =l <e

Entonces

b b b
/fgﬁ/(f—so)ng/cpgS
a a a
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[e]e]e]e]e] Jeje]e]e)

Final de la demostracion.

Consideremos el caso general: f es decreciente, pero no necesariamente escalonada.

Dado € > 0, encontramos una funcién ¢ escalonada y decreciente en [a, b], tal que
0<p<f, [[f =l <e

Entonces
b b b
/ fg| < / (F — o)g| + / vg| < clglh + o(a)K < ellgly + F(a)K.
a a a
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Final de la demostracion.

Consideremos el caso general: f es decreciente, pero no necesariamente escalonada.

Dado € > 0, encontramos una funcién ¢ escalonada y decreciente en [a, b], tal que
0<p<f, [[f =l <e
Entonces
b b b
[ <|[ (-0 +| [ ve| <clelh + ok < clel + )k
a a a

Como ¢ es arbitrario, obtenemos la estimacién requerida. O
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Problema
Supongamos que se cumplen las condiciones del teorema,

y ademds g toma valores reales, esto es, g € L!([a, b], R).

Demostrar que existe £ en [a, b] tal que

/abfng(a)/jg-




de herramientas X e funciones onas Teoremas del valor medio para integrales de productos

[e]e]e]e]o]e]e] Jele)

El segundo teorema del valor medio de Bonnet
para la integral del producto de una funcién monétona por una funcién compleja
Sea f: [a, b] — R una funcién monétona en [a, b] y sea g € L*([a, b],C). Entonces

X
/.|
a

b
/ fg| < (F(a)] +2£(b)]) max

a<x<b
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Demostracién para f decreciente.

Supongamos que f es decreciente.
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Demostracién para f decreciente.

Supongamos que f es decreciente.
Notamos que f = (f — (b)) + f(b) y

[ | <| [ rona| | [ 1008
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Demostracién para f decreciente.
Supongamos que f es decreciente.
Notamos que f = (f — f(b)) + f(b) y

[ | <| [ rona| | [ 1008

Aplicamos el teorema anterior a las funciones f — f(b) y g.
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Demostracién para f decreciente.
Supongamos que f es decreciente.

Notamos que f = (f — (b)) + f(b) y

/abfg /abf(b)g

Aplicamos el teorema anterior a las funciones f — f(b) y g

b
I

<

b
[ (= rene| +

< K(f(a) — £(b)) + KIf(b)| < K([f(a)| + 2[f(b)]).
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Demostracién para f creciente.
Notamos que
—f =(f(b) — f) — f(b).
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Demostracién para f creciente.
Notamos que
—f =(f(b) — f) — f(b).

La funcién f(b) — f es decreciente y positiva.
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Demostracién para f creciente.
Notamos que
—f =(f(b) — f) — f(b).

La funcién f(b) — f es decreciente y positiva.

/ab fg /ab(—f)g

= < +

/ab f(b)g|.

b
/a (F(b) - g
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Demostracién para f creciente.

Notamos que

—f = (f(b) — f) — f(b).

La funcién f(b) — f es decreciente y positiva.

/abfg B /ab(‘f)g < /ab(f(b)—f)g + /abf(b)g.

Aplicamos el teorema anterior a las funciones f(b) — f y g.
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Demostracién para f creciente.
Notamos que
—f =(f(b) — f) — f(b).

La funcién f(b) — f es decreciente y positiva.

/ab fg /ab(—f)g

Aplicamos el teorema anterior a las funciones f(b) — f y g.

b
I

= < +

/ab f(b)g|.

b
/a (F(b) - g

< K(f(b) — f(a)) + KIf(b)| < K([f(a)| + 2[f(b)]).
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Problema: el teorema del valor medio para la integral del producto

de una funcién mondtona por una funcién real

Sea f: [a, b] — R una funcién monétona y sea g € L1(]a, b], R).
Demostrar que existe £ en [a, b] tal que

/abfng(a)/fgw(b)/:g.
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Ejercicio

b
Calcular la integral / fg, donde
a

Verificar la desigualdad

< (If(a)l +2|f(b)[) max

a<x<b

[ [ e
/abfng(a)/fﬁf(b)/:g.

Hallar £ en la igualdad
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Ejercicio

b
Calcular la integral / fg, donde
a

Verificar la desigualdad

b
/ g
a

< (If(a)l + 2[f(b)[) max

a<x<b

X
&l
a
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Mini-tarea adicional: el caso de una igualdad
en el segundo teorema del valor medio de Bonnet

para el producto de una funcién mondtona por una funcién compleja

Sea f: [a, b] — R una funcién monétona en [a, b] y sea g € L}([a, b],C).
Encontrar una condicidn necesaria y suficiente para que
X
[
a

b
/ g
a

= (If(a)| +2|f(b)|) max

a<x<b
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