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Objetivos:
expresar el ĺımite de una función monótona como el ĺımite de una sucesión.

Prerrequisitos:
supremos e ı́nfimos, ĺımites de funciones monótonas.

Una de las aplicaciones:
calcular integrales impropias con ayuda del teorema de convergencia monótona.



Proposición (el ĺımite de una función creciente en términos del ĺımite de una sucesión)
Sean

−∞ ≤ a < b ≤ +∞,

ϕ : (a, b)→ R una función creciente,

(un)n∈N una sucesión en (a, b) tal que lim
n→∞

un = b.

Entonces
lim

n→∞
ϕ(un) = lim

t→b−
ϕ(t).

Ejercicio. Recordar el criterio de ĺımite en términos de sucesiones (teorema de Heine)
y mostrar que la proposición escrita arriba es un corolario de este teorema.

Vamos a demostrar la proposición de otra manera, usando la definición del supremo.
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Inicio de la demostración. Sea

s := sup(ϕ[(a, b)]), esto es, s := sup
a<t<b

ϕ(t).

Sabemos que
lim

t→b−
ϕ(t) = s.

Demostremos que
lim

n→∞
ϕ(un) = s.

Consideremos dos casos: s < +∞ y s = +∞. ⇒



Demostración en el caso s < +∞

s := sup(ϕ[(a, b)]) ϕ ↗ lim
n→∞

un = b

ε > 0
c ∈ (a, b)

ϕ(c) > s − ε

k ∈ N
∀n ≥ k un > c

k ∈ N ∀n ≥ k
ϕ(un) ≥ ϕ(c) > s − ε

∀n ∈ N
ϕ(un) ≤ s < s + ε

k ∈ N ∀n ≥ k
s− ε < ϕ(un) < s + ε
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Ejercicios

Ejercicio.
Enunciar y demostrar un resultado similar para ϕ↗, un → a.

Ejercicio.
Enunciar y demostrar un resultado similar para ϕ↘, un → b.

Ejercicio.
Enunciar y demostrar un resultado similar para ϕ↘, un → a.


