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Grupos conmutativos localmente compactos

(G,+) es un grupo conmutativo si
e Va,b,ce G (a+b)+c=a+(b+0),
e VabeG at+b=b+ 3,
e 30eG Vac G a+0=a,
e VacG dbeG a+b=0.
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Grupos conmutativos localmente compactos

(G,+) es un grupo conmutativo si
e Va,b,ce G (a+b)+c=a+(b+0),
e VabeG at+b=b+a,
e 30eG Vac G a+0=a,
e VacG dbeG a+b=0.

Un espacio topolégico (G, 7) se llama localmente compacto , si

Vae G Ver (a ev A clos(V) es compacto).



Medida de Haar en un GCLC

Teorema (sin demostracién)

Sea G un grupo conmutativo localmente compacto.
Denotamos por B¢ a la g-algebra de Borel de G.
Entonces existe una medida v: Bg — [0, +0o0] tal que

@ v es invariante bajo traslaciones:

Vae G VYXeBs wv(atX)=uv(X),

@ v es regular por arriba y por abajo.




Medida de Haar en un GCLC

Teorema (sin demostracién)

Sea G un grupo conmutativo localmente compacto.
Denotamos por B¢ a la g-algebra de Borel de G.
Entonces existe una medida v: Bg — [0, +0o0] tal que

@ v es invariante bajo traslaciones:

Vae G VYXeBs wv(atX)=uv(X),

@ v es regular por arriba y por abajo.

Si 11 y v» son dos medidas de Haar sobre G, entonces existe C > 0 tal que v» = Cug.
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@ 7, con la topologia discreta y la medida de conteo.
@ R, con la topologia usual y la medida de Lebesgue.

@ 7, :=17/(nZ), con la topologia discreta y la medida de conteo.

n=>5, v({3+5Z,4+5Z}) = 2.

@ Ryr :=R/(27Z), con la topologia del cociente y la medida normalizada.

Se puede mostrar que Ry, = T, donde

T={zeC: |z|=1}.
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El grupo dual de un GALC

Sea G un GALC.

Un caracter de G es un homomorfismo continuo G — T.

En otras palabras, y: G — T es un caracter si

e VabeG P(a+ b) = ¥(a)y(b),

@ 1) es una funcién continua.

El sentido intuitivo: son oscilaciones elementales.

G := el conjunto de los caracteres de G, con las operaciones punto a punto:

(1v2)(a) = ¢r(a)¢pa(a).



Ejemplos de caracteres

@ Para G = R, cada caracter es de la forma

Ve(a) = exp(2mi ag) (aeR, €€R).
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Ejemplos de caracteres

@ Para G =T, cada caracter es de la forma
Yr(T) = Tk (treT, kelZ).

@ Para G = Z,, cada caracter es de la forma

2mi jk

Yirnz( + nZ) = exp U,k € Z).



Ejemplos de grupos y sus duales
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Topologia y medida de Haar en el grupo dual

Sea G un GALC.

En el grupo dual G se puede definir una topologia tal que G se convierte en GALC.

Supongamos que en el grupo original G esta elegida una medida de Haar v.
En el grupo dual G hay muchas medidas de Haar,

pero una de ellas corresponde bien a v, en cierto sentido.

La denotamos por 7.



Teorema de dualidad de Pontryagin

Teorema (dualidad de Pontryagin)
Sea G un GALC. Entonces
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Teorema (dualidad de Pontryagin)
Sea G un GALC. Entonces
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En este curso no demostramos el teorema de Pontryagin,

pero lo comprobamos con nuestros ejemplos:

Z

|

T, T~Z, Z,



El problema fundamental de andlisis armdnico, enunciado intuitivo

Dada una funcién f: G — C, queremos aproximarla

por una combinacién lineal de las oscilaciones elementales, es decir, caracteres:

o0) 5 @)

k=1

Cl,---,Ccm € C, Pi,...,Um € G.

En general, en vez de una combinacién lineal finita,

necesitamos una integral que involucra a todos los caracteres:

F(x) ~ /agww(x) Ao (y).

Aqui g es una funcién desconocida que da cierto peso a cada caracter.
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Transformada de Fourier

Sea G un GALC. Para cada f en L}(G), se define Ff: G — C,

(FAW) = [ 90 (x) dv(x).

Teorema de inversion de Fourier

Sea f € L1(G) tal que Ff € L'(G). Entonces

) = [w(FR©) do(w).

El sentido intuitivo: f se descompone en las oscilaciones elementales.

Se resuelve el problema fundamental con g = Ff.



Teorem de Plancherel
Sea f € L}(G) N L?(G). Entonces

1702y = I1Fll2e)




Convolucién
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Convolucién

Dadas f, g € L}(G),
(Frg)(x) = | flx=y)gly) d(y).

Teorema de convolucion
Sean f,g € L1(G). Entonces
F(f xg) = (Ff)(Fg).




Analisis armonico clasico vs analisis armdnico abstracto

En el andlisis arménico abstracto se estudian las propiedades de la transformada de Fourier
asociada a un GALC arbitrario G.

En este curso no lo vamos a hacer.

Estudiaremos solamente los casos G =7Z,, G =7Z, G=Ry, =ZTy G=R.



Programa

El curso consiste de las siguientes unidades.

@ La transformada de Fourier del grupo Z,

(la transformada finita de Fourier, la matriz de Fourier).

o Las transformadas de Fourier de los grupos Z y Ry,

(las series de Fourier y los coeficientes de Fourier).

e La transformada de Fourier del grupo R (la integral de Fourier).



Algunas aplicaciones de analisis arménico

@ Aproximacion de funciones.

@ El estudio de algunas ecuaciones diferenciales.

@ El estudio de algunos operadores lineales.

o El estudio de algunas clases de matrices (por ejemplo, las matrices de Toeplitz).
°

Anilisis espectral de procesos reales (procesamiento de sefiales, procesos estocasticos).
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Sistema de evaluacién

@ Dos exdmenes parciales: 50 %.

Exposiciones de los estudiantes, de manera individual o por equipos.

@ Tareas grandes, por equipos de 2 o 3 personas.

Deben involucrar mucha programacién. De preferencia, deben ser aplicadas.

Una o dos tareas pequefias, por equipos de 2 personas.



