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Herramientas

Objetivos.

® Establecer condiciones suficientes para derivar bajo el signo integral, esto es,

aay/xf(xydu /(9 (x,y) du(x).

® Conocer algunas aplicaciones de esta regla.
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Prerrequisitos:

® ¢l concepto de la integral de Lebesgue y sus propiedades bésicas,

el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue,

el criterio de limite en términos de sucesiones (el criterio de Heine),

la definicion de la derivada,

el teorema del valor medio para funciones complejas.
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Proposicién (el teorema del valor medio para funciones complejas)

Sea Y un intervalo de Ry sea ¢ € C(Y,C).
Supongamos que 1) es derivable en int(Y), L >0, y

sup  [¢'(y)| < L.
y€int(Y)

Entonces para cualesquier y1,y» en Y,

[W(y1) — ¥(y2)| < Lly1 — yal.
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Proposicién (el teorema del valor medio para funciones complejas)
Sea Y un intervalo de Ry sea ¢ € C(Y,C).
Supongamos que 1) es derivable en int(Y), L >0, y

sup  [¢'(y)| < L.
y€int(Y)

Entonces para cualesquier y1,y» en Y,

[W(y1) — ¥(y2)| < Lly1 — yal.

Y(y1) — ¥(y2)
yi—)y2

Otra forma de la conclusién: ‘ <.




Ejemplo: no se cumple el TVM en forma de igualdad

Sea ¢: [0,271] — C,

Y(t) =e't.
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Ejemplo: no se cumple el TVM en forma de igualdad

Sea ¢: [0,271] — C,

Y(t) =e't.

Entonces
Y(2r) —p(0) = ™~ =1 -1=0.

Por otro lado,
P(t) = i€, [’ (t)] = 1.

En este ejemplo, no existe t en (0,27) tal que ¢ (27) — ¥ (0) = ¢/(t) - 2.
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Ejemplo: no se cumple el TVM en forma de igualdad

Sea ¢: [0,271] — C,

Entonces

Por otro lado,

En este ejemplo, no existe t en (0,27) tal que ¢ (27) — ¥ (0) = ¢/(t) - 2.

Solamenente se cumple la desigualdad  |f(27) — f(0)| < |y1 — y2|-
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Repaso de notacidn

Sif: XxY —=C, xeX,entonces £:Y —C, fi(y)=7f(x,y).

Denotamos por £, la derivada de la funcién f,:

f):(_y) — ||/m f(X7 Z) — f(X7y)
z—y zZ—y

Otra notacién buena (la derivada parcial respecto al segundo argumento):

(Daf)(xry) = lim T =) oy ) i F0Z) = F0Y)

zoy z—y z=ry =Yy

of(x,y)
Oy

Una notacién antigua:
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Teorema (la regla de Leibniz para derivar bajo el signo integral)
Sean (X, F, i) un espacio de medida, Y un intervalode R, f: X x Y — C.

Suposiciones:
(S1) Vy € Y, f¥ € LY(X, p);
(S2) para casi todo x en X, la funcién f, es derivable;

(S3) 3g € LY(X, i, [0, +0x]) tal que |f/(y)| < g(x) para casi todo x € X y Vy € Y.

Definimos ¢: Y — C, &(y) ::/ rr d,u:/ f(x,y) du(x).
X X

Entonces para cada y en Y la funcién x — f/(y) es integrable, ® es derivable en Y, y

dmzﬁmmww.
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Empezamos la demostracion: elegimos un “conjunto bueno”.
La condicién (S1) implica que ® estd bien definida.
Usando las condiciones (S2) y (S3) encontremos B en F tal que
(BL) u(X\ B) =0,
(B2) Vx € B f, es derivable,
(B3) Vxe B VyeY |[fiy)l <g(x).

Por el teorema del valor medio y la propiedad (B3), obtenemos la siguiente propiedad.

(M) para cualquier x en B y cualesquier y,z en Y con z # y,

f(X7 ZZ):;(va) < g(X)
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[e]e] Je]ele]

Fijamos un punto y en Y.

f/ ) € B,
Definimos h: X — C, h(x) = (y), x
07 xeX \ B.
Tenemos:
(S2') ¥xe B lim fa2) = Floy) _ h(x),
zZ—y Z_y
(S3) Vxe B |h(x)] < g(x),
(M) V¥xeB VzeY\{y} ‘f(xvz):f(X7Y) <g
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Fijamos un punto y en Y.

fi(y), x€B;
Definimos h: X — C, h(x) = )

0, x e X\B.

Tenemos:

(S2) VxeB  lim flx,2) = f(x.y)

zZ—y Z—y

(53) vxe B [h(x)] <g(x),

= h(x),

(M) Vxe B Vze Y\{y}

Queremos demostrar dos afirmaciones:

he £YX,u,C), lim ——— 72 — / h dp.
X
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Demostremos que h es medible e integrable.
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Demostremos que h es medible e integrable.
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Gn(x) = F(x,tn) = F(xy) _ Klta) = Bly) _ F(x) = F(x)
n : th—y th—y th—y .
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[e]e]e] Jele]

Demostremos que h es medible e integrable.

Sea (tp)nen una sucesién en Y \ {y} que converge al punto y.

Para cada n en N, definimos ¢g,: X — C,

(x) = F(x,ta) — F(x,y)  filtn) — fly)  Fi(x) — FY(x)
T Sy T T ey iy

Por (S2), para cada x en B, qn(x) — h(x).

ftn — f¥
Las funciones g, = e son F-medibles, luego h es F-medible.

n
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[e]e]e] Jele]

Demostremos que h es medible e integrable.

Sea (tp)nen una sucesién en Y \ {y} que converge al punto y.

Para cada n en N, definimos ¢g,: X — C,

Fx,tn) = Fxy) _ flta) = K(y) _ F7(x) = F(x)

X) = =
() th—Yy th—y th—y
Por (S2), para cada x en B, qn(x) — h(x).

fin — f¥
Las funciones g, =

—— son F-medibles, luego h es F-medible.

n

Debido a (S3'), podemos concluir que h € £L}(X, u, C).



{erramientas Regla de Leibniz

000080

Final de la demostracion.

-c.t.p.
Ya sabemos que g, LN



Herramientas Regla de Leibniz

000080

Final de la demostracion.
~-C.t.p.
Ya sabemos que g, LN

Por la linealidad de la integral,

q)(tn)_q)(y): 1 (/ fin du—/fyd/t):/qnd,u'
th—y th—y X X X




Regla de Leibniz

000080

Final de la demostracion.
~-C.t.p.
Ya sabemos que g, LN

Por la linealidad de la integral,

q)(tn)_q)(y): 1 (/ fin du—/fyd/t):/qnd,u'
th—y th—y X X X

Por la propiedad (M"), |gn(x)| < g(x) para cada x en B.




Regla de Leibniz

000080

Final de la demostracion.
~-C.t.p.
Ya sabemos que g, LN

Por la linealidad de la integral,

¢(tn)—¢(y): 1 (/ fin du—/ Y du) :/qn dp.
th—y th—y X X X

Por la propiedad (M"), |gn(x)| < g(x) para cada x en B.

Apliquemos el teorema de la convergencia dominada:

o(t,) — @
Il’m(t)(y):ll’m/q,,d,u:/hd,u. O
n—o00 tn—y n—oo [y P%
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Gracias a (S2), Vx e B ILm an(x) = (Da2f)(x, y).
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La demostracion entera, sin detalles.

. X x P(ty) — (y) _ — %
o) = [ Flxy) dux), [ P )

th—y

Gracias a (S2), Vx e B ILm gn(x) = (D2f)(x, y).

Gracias a (S3), Vx e B lgn(x)| < sup |(Da2f )(x, w)| < g(x).
weint(Y)
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[e]e]e]e]e] ]

La demostracion entera, sin detalles.

e O(tn) — Oy) _
¢(y).—/xf< ) du(x), /X

th—y

Gracias a (S2), Vx e B ILm gn(x) = (D2f)(x, y).

Gracias a (S3), Vx e B lgn(x)| < sup |(Da2f )(x, w)| < g(x).
weint(Y)

Aplicamos el teorema de la convergencia dominada:

Iim (D(tn) - (D(Y)

n—o0 tn -y

— [ (D2)lxey)d).
X
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Corolario

Sean (X, F, i) un espacio de medida, Y un intervalode R, f: X x Y — C.
Suposiciones:

(S1) Vy €Y, f¥ € LY(X, p);
(S4) para casi todo x en X, f, € C}(Y,C);
(S3) 3g € LY(X, i, [0, 4+0x]) tal que |f/(y)| < g(x) para casi todo x € X y Vy € Y.

Definimos ¢: Y — C, ®(y) ::/ i d,u:/ f(x,y) du(x).
X X

Entonces ® € C1(Y,C).

Demostracion. Primero aplicar la regla de Leibniz, luego el teorema sobre la
continuidad de la funcién definida por una integral. O
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Regla de Leibniz para derivadas de 6rdenes superiores

Ejercicio.
Modificar las condiciones del teorema y demostrar la regla

oW (x) = /X (DEF)(x. y) dpu(x).
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Corolario
Sean X un subconjunto compacto de R”, Y un intervalo compacto de R.
Sea f: X x Y — C. Se supone:

(Cl) Vy e Y, f¥eLY(X,C).
(C2) la derivada D,f existe y es continua en X x Y.

Definimos

d(y) = /X f(x,y) dx.

Entonces ® € C1(Y) y

&'(y) = /X (Daf)(x, ) dx.

Idea de demostraciéon. Gracias a la compacidad, D»>f es acotada. O
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La regla de Leibniz con limites de integracién variables

Ejercicio.
Sean X, Y intervalos abiertos en Ry sea f € C(X x Y,C). Se supone que
* V(x,y) e X xY A(Daf)(x,y),
e dg e LY(X,[0,4<])  V(x,y) EXxY  |(D2f)(x,y)| < g(x).
Sean ¢, 9 funciones derivables Y — X. Se define : Y — C,

Y(y)
d(y) = / f(x,y)dx.
w(y)

Demostrar que ¢ es derivable en Y y calcular su derivada.
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Derivadas de la funcion I

Ejercicio.

Recordar la definicién de la funcién I', demostrar que ' € C*°((0, +0)) y

+o0
VkeN  ¥xe(0,+00) TH(x) :/ et (Int)x dt.
0

Ejercicio.
Demostrar que I(x) > 0 para cada x > 0.
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La derivada de la transformada de Fourier de una funcidén

La transformada de Fourier hace un papel muy importante en andlisis.

La siguiente aplicacién ya seria suficiente para justificar nuestros esfuerzos.

Ejercicio. Sea f € L}(R, C). Supongamos que [ |x||f(x)| dx < +o0.
Denotemos por g la transformada de Fourier de f:

g(€) =f(¢) = /R f(x) e 2™ dx.

Mostrar que
g' (&) = —2ri /xf(x) e 2t dx.
R



Ejercicio. Sea S un subconjunto medible de R”
y sean f € M(S,C), g € M(S,(0,+00)), « > 0. Supongamos que

/ e~ 80 |f(x)| dx < +o0.
s
Definimos ®: (a, +00) — C,
d(N) = / e 8 (x) dx.
S

Mostrar que ® estd bien definida, ® € C*°((«, +0),C), y

VkeN va>a o)) = (—1) / e 8 (g(x)) F(x) dx.

)

Aplicaciones
000000@00000
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Ejercicio. Sean A > 0, k € N. Calcular la integral

—+00
/ e ™ xK dx.
0
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Un camino para calcular la integral de Poisson

Ejercicio. Definimos f: R — (0, +o0), g: R — (0, +00),

X e 2 1 e—x2(t2+1)

Demostrar que para cada x en R

f'(x) +&'(x) =0, f(x)+g(x) = %

Demostrar la siguiente férmula:

ol

+00 s
/ et dt =
0



Ejercicio.
Definimos f: [0, 4+00) x (0,400) — R,

Definimos g: [0, 4+00) — R,

+o0
gla) = /0 (o, x) dx < +o00.

Mostrar que g € C([0, +00), R).
Probar que se puede aplicar la regla de Leibniz.

Calcular explicitamente g(a).

Aplicaciones

000000000800
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Recordatorio: la ecuacidon diferencial que define la funcién exponencial

Sean a € R, >0, ysea f € C([0,+00)) tal que f derivable en (0, +00),

vt € (0, +00) f'(t) = af(t)

Entonces se sabe que
vt € [0, +00) f(t) = pBe.

Ejercicio. Recordar una demostracién de este hecho.
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Ejercicio. Fijamos a > 0 y definimos ®: [0, +o0) — R,

+o0 s
o(b) ::/ e~ ¥ cos(bx) dx.
0

Establecer la relacién

'(b) = —2—ba<b(b).

—+o00 2
2 1 /7 _#?
e ™ cosbxdx=—,/—e 4.
0 2 a

Demostrar que
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