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Estudiar la demostracién de los siguientes dos resultados de Lebesgue.

En algunos libros estos dos resultados se juntan en un teorema.
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Teorema (sobre la derivada de una funcién creciente)
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Entonces, f/(x) existe para c.t.p. x en (a, b).
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Estudiar la demostracién de los siguientes dos resultados de Lebesgue.

En algunos libros estos dos resultados se juntan en un teorema.

Teorema (sobre la derivada de una funcién creciente)

Sean a,b € R, a < b, y sea f: [a, b] — R una funcién creciente.

Entonces, f/(x) existe para c.t.p. x en (a, b).

Proposicién (sobre la integral de la derivada de una funcién creciente)

Sean a,b € R, a < b, y sea f: [a, b] — R una funcién creciente.

Entonces, ' es medible y

F'du < f(b) — £(a).
[a,6]
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Cubiertas de Vitali (definicién)

1 = la medida de Lebesgue en R,
w* = la medida exterior asociada a .
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Cubiertas de Vitali (definicién)

1 = la medida de Lebesgue en R,
w* = la medida exterior asociada a .

Sean X C R, V C 2R Se dice que V es una cubierta de Vitali de X, si:
1) VAeV (A es un intervalo A p(A) > 0),

) VxeX Ve>0 FAeV (xeA A p(A)<e).
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Lema de Vitali (repaso)

Teorema
Sean X C R, p*(X) < 400, V una cubierta de Vitali de X, € > 0.
Entonces, existen n € N, A1,..., A, € V tales que A;,..., A, son disjuntos a pares y

w* (X\ (kLiJlAk>> <Ee.
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Derivadas de Dini (definicién)

Sean A uninvervalo de R, f: A — R una funcién, x € int(A).

(DT F)(x) = limsup f(tzii(x) (D F)(x) = lim irlfw.
(D™ F)(x) = limsup f”::i(x) (D-F)(x) = lim irlf’w.
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Propiedades elementales de las derivadas de Dini (repaso)

Proposiciéon

(DF)(x) < (DTF)(x),  (D-f)(x) < (D™ f)(x).
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Propiedades elementales de las derivadas de Dini (repaso)

Proposiciéon

(DF)(x) < (DTF)(x),  (D-f)(x) < (D™ f)(x).

Proposicion

f es derivable en x si, y solo si,

(D) < (D-A) A (D7H(X) < (DyF).
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Algunas propiedades de sup e inf

Proposiciéon
Sean P C R, u € R, inf(P) > u. Entonces,
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Algunas propiedades de sup e inf

Proposiciéon
Sean P C R, u € R, inf(P) > u. Entonces,

Vp e P p > u.
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Algunas propiedades de sup e inf

Proposiciéon
Sean P C R, u € R, inf(P) > u. Entonces,

Vp e P p > u.

Proposicion

Sean P C R, u € R, sup(P) > u. Entonces,
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Algunas propiedades de sup e inf

Proposiciéon
Sean P C R, u € R, inf(P) > u. Entonces,

Vp e P p > u.

Proposicion

Sean P C R, u € R, sup(P) > u. Entonces,

dpeP p > u.
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Proposicién (anélisis de la desigualdad (DT f)(y) > u)

Sean A un intervalo, f: A— R, y € int(A), u € R, (D*f)(y) > u . Entonces,

>0  Ie(00) (y+neA A fly+n)—fly)>un).
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Proposicién (anélisis de la desigualdad (DT f)(y) > u)

Sean A un intervalo, f: A— R, y € int(A), u € R, (D*f)(y) > u . Entonces,

>0  Ie(00) (y+neA A fly+n)—fly)>un).

F(t) - f
Demostraciéon. Tenemos que inf sup M = (D f)(y) > u.

550 te(yy+o)nAa t—Yy
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Proposicién (anélisis de la desigualdad (DT f)(y) > u)

Sean A un intervalo, f: A— R, y € int(A), u € R, (D*f)(y) > u . Entonces,

>0  Ie(00) (y+neA A fly+n)—fly)>un).

F(t) - f
Demostraciéon. Tenemos que inf sup M = (D f)(y) > u.

550 te(yy+o)nAa t—Yy

Sea § > 0. Entonces,
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Proposicién (anélisis de la desigualdad (DT f)(y) > u)

Sean A un intervalo, f: A— R, y € int(A), u € R, (D*f)(y) > u . Entonces,

>0  Ie(00) (y+neA A fly+n)—fly)>un).

F(t) - f
Demostraciéon. Tenemos que inf sup M = (D f)(y) > u.

550 te(yy+o)nAa t—Yy

f(t)—f
Sea § > 0. Entonces, sup M > u
te(yy+o)na t—Yy
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Proposicién (anélisis de la desigualdad (DT f)(y) > u)

Sean A un intervalo, f: A— R, y € int(A), u € R, (D*f)(y) > u . Entonces,

>0  Ie(00) (y+neA A fly+n)—fly)>un).

F(t) - f
Demostraciéon. Tenemos que inf sup M = (D f)(y) > u.

550 te(yy+o)nAa t—Yy
f(t)—f
(0-f0) _,

Sea § > 0. Entonces, sup
te(yy+o)na t—Yy
f(t)—f
LUegO eXiSte t en (y’y -+ 5) M A tal que (z-(y) > u.
-y

Pongamos n =t —y. Ol
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Analisis de la desigualdad (D_f)(x) < v

Sean A un intervalo, f: A — R, x € int(A), v € R.
Supongamos que (D_f)(x) < v. Demostrar que

W>0 3e(00) (x—€€A A f(x)-flx—€)<vE).
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Un lema sobre intervalos

Supongamos que m, n € N,

aa<b<a<b<..<a< by,
a<ld<old.. <c<d,

Vk e {1,...,n} Je{l,...,m} [ck, di] C [aj, bj].

Entonces,
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Ejemplo para el lema
ai by a by
Cl—dl ()] d2 c3 d3

En este ejemplo

(d1 — C1) + (d2 — C2) + (d3 = C3) < (b1 — 31) + (bg — 82).
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Ejemplo para el lema

a by a by

c di (o)) d> c3 ds
En este ejemplo
(dh —c1) + (d2 — c2) + (d5 — c3) < (b1 — a1) + (b2 — a2).

Problema. Escribir bien una demostracién general.

Sugerencia: induccién sobre n.
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Un lema sobre intervalos y una funcién creciente

Sean f: [a, ] — R una funcién creciente,
[x1 — &, xal, -+, [Xm — &m, Xm] una lista disjunta de intervalos C [, 3],
[vi,y1 +ml,---,[Vn, ¥n + nn] una lista disjunta de intervalos,

Vke{l1,...,n} Jje{l,...,m} [vis Yk + mi] € [x; — &, xj].

n m

Entonces Z(f()/k + k) — f(yi)) < Z(f(xj) — f(xi — &))-

k=1 j=1
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Un lema sobre intervalos y una funcién creciente

Sean f: [a, ] — R una funcién creciente,
[x1 — &, xal, -+, [Xm — &m, Xm] una lista disjunta de intervalos C [, 3],

[vi,y1 +ml,---,[Vn, ¥n + nn] una lista disjunta de intervalos,

Vke{l1,...,n} Jje{l,...,m} [vis Yk + mi] € [x; — &, xj].

n m

Entonces Z(f()/k + k) — f(yi)) < Z(f(xj) — f(xi — &))-

k=1 j=1

Idea de demostracién. Aplicar el lema anterior con

aj =



Herramientas 6n al lema principal

0000000000 e

Un lema sobre intervalos y una funcién creciente

Sean f: [a, ] — R una funcién creciente,
[x1 — &, xal, -+, [Xm — &m, Xm] una lista disjunta de intervalos C [, 3],

[vi,y1 +ml,---,[Vn, ¥n + nn] una lista disjunta de intervalos,

Vke{l1,...,n} Jje{l,...,m} [vis Yk + mi] € [x; — &, xj].

n m

Entonces Z(f()/k + k) — f(yi)) < Z(f(xj) — f(xi — &))-

k=1 j=1

Idea de demostracién. Aplicar el lema anterior con

a=f(-¢) b=
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Un lema sobre intervalos y una funcién creciente

Sean f: [a, ] — R una funcién creciente,
[x1 — &, xal, -+, [Xm — &m, Xm] una lista disjunta de intervalos C [, 3],

[vi,y1 +ml,---,[Vn, ¥n + nn] una lista disjunta de intervalos,

Vke{l1,...,n} Jje{l,...,m} [vis Yk + mi] € [x; — &, xj].

n m

Entonces Z(f()/k + k) — f(yi)) < Z(f(xj) — f(xi — &))-

k=1 j=1

Idea de demostracién. Aplicar el lema anterior con

aj=fx-¢) b=rf(g), =
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Un lema sobre intervalos y una funcién creciente

Sean f: [a, ] — R una funcién creciente,
[x1 — &, xal, -+, [Xm — &m, Xm] una lista disjunta de intervalos C [, 3],
[vi,y1 +ml,---,[Vn, ¥n + nn] una lista disjunta de intervalos,

Vke{l1,...,n} Jje{l,...,m} [vis Yk + mi] € [x; — &, xj].

n m

Entonces Z(f()/k + k) — f(yi)) < Z(f(xj) — f(xi — &))-

k=1 j=1

Idea de demostracién. Aplicar el lema anterior con

a=fx=§), b=10g), a=Ffn), d=
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Un lema sobre intervalos y una funcién creciente

Sean f: [a, ] — R una funcién creciente,
[x1 — &, xal, -+, [Xm — &m, Xm] una lista disjunta de intervalos C [, 3],
[vi,y1 +ml,---,[Vn, ¥n + nn] una lista disjunta de intervalos,

Vke{l1,...,n} Jje{l,...,m} [vis Yk + mi] € [x; — &, xj].

n m

Entonces Z(f()/k + k) — f(yi)) < Z(f(xj) — f(xi — &))-

k=1 j=1

Idea de demostracién. Aplicar el lema anterior con

aj = f(x — &), bj = f(xj), ck = f(yx), di = f(yx + 1K)
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Teorema (sobre la derivada de la funcién creciente)

Sean a,b € R, a < b, y sea f: [a, b] — R una funcién creciente.
Entonces f’(x) existe para c.t.p. x en (a, b).
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Reduccién del teorema al lema principal

Es suficiente verificar que para c.t.p. x
(DFF)(x) < (D-f)(x), (D™ F)(x) < (D+f)(x).

Vamos a demostrar solamente que DTf < D_f en c.t.p. (D™ f < Dy f es similar).
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Reduccién del teorema al lema principal

(DTf)(x) > (D-f)(x) si, y solo si,

JuveQ (DA >u A u>v A v> (D).
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Reduccién del teorema al lema principal

(DTf)(x) > (D-f)(x) si, y solo si,

JuveQ (DA >u A u>v A v> (D).

Demostracion.

—
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Reduccién del teorema al lema principal

(DTf)(x) > (D-f)(x) si, y solo si,

JuveQ (DA >u A u>v A v> (D).

Demostracioén.
= por la densidad de Q en R.

<—
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Reduccién del teorema al lema principal

(DTf)(x) > (D-f)(x) si, y solo si,

JuveQ (DA >u A u>v A v> (D).

Demostracioén.
= por la densidad de Q en R.

<= por la transitividad de >. ]
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Reduccién del teorema al lema principal

Para cada u,v en Q con u > v, pongamos

Euvi={x€(ab): (D*Ax)>u A v>(Df)x)}.

Entonces,

{xe@b): (ON)>DAN}= U  Euv

u,veQ: u>v

Es suficiente probar que p*(E,,) = 0.
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Parte principal de la demostracion del teorema

Al demostrar el siguiente resultado, tendremos demostrado

el teorema sobre la derivada de una funcién creciente.

Lema (la parte principal del teorema de la derivada de funcién creciente)

Sean a < b, f: [a, b] — R una funcién creciente, u,v € R, u > v,

Euvi={xe(ab): (D'AX)>u A (D-f)x)<v}.

Entonces, p*(Ey,v) = 0.

A
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Idea intuitiva de la demostracion

Envi={xe(ab): (D)x)>u A (D-Ax)<v},  s:=p"(Euy).
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Idea intuitiva de la demostracion

Envi={xe(ab): (D)x)>u A (D-Ax)<v},  s:=p"(Euy).

Vamos a encontrar dos listas de intervalos, [x; — §j,xj]j’ll, [V, Y + 1k]p—q, tales que
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Idea intuitiva de la demostracion

Envi={xe(ab): (D)x)>u A (D-Ax)<v},  s:=p"(Euy).

Vamos a encontrar dos listas de intervalos, [x; — §j,xj]j’ll, [V, Y + 1k]p—q, tales que

m n
ozgj%s, anzs,
j=1 k=1
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Idea intuitiva de la demostracion

Envi={xe(ab): (D)x)>u A (D-Ax)<v},  s:=p"(Euy).

Vamos a encontrar dos listas de intervalos, [x; — §j,xj]j’ll, [V, Y + 1k]p—q, tales que

m n
ozgj%s, anzs,
j=1 k=1

@ cada [yx, yk + 7| estd contenido en uno de los [x; — &;, xj],
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Idea intuitiva de la demostracion

Envi={xe(ab): (D)x)>u A (D-Ax)<v},  s:=p"(Euy).

Vamos a encontrar dos listas de intervalos, [x; — §j,xj]j’ll, [V, Y + 1k]p—q, tales que

n

m
ozgj%s, anzs,
j=1

k=1
@ cada [yx, yk + 7| estd contenido en uno de los [x; — &;, xj],

@ en los intervalos [x; — &}, x;] la funcién f crece lentamente,
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Idea intuitiva de la demostracion

Envi={xe(ab): (D)x)>u A (D-Ax)<v},  s:=p"(Euy).

Vamos a encontrar dos listas de intervalos, [x; — §j,xj]j’ll, [V, Y + 1k]p—q, tales que

n

m
ozgj%s, anzs,
j=1

k=1
@ cada [yx, yk + 7| estd contenido en uno de los [x; — &;, xj],

@ en los intervalos [x; — &}, x;] la funcién f crece lentamente,

@ en los intervalos [y, vk + nk] la funcién f crece rapidamente.
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Idea intuitiva de la demostracion

Envi={xe(ab): (D)x)>u A (D-Ax)<v},  s:=p"(Euy).

Vamos a encontrar dos listas de intervalos, [x; — §j,xj]j’ll, [V, Y + 1k]p—q, tales que

m n
° D> Gms D MRS
j=1 k=1
@ cada [yx, yk + 7| estd contenido en uno de los [x; — &;, xj],
@ en los intervalos [x; — &}, x;] la funcién f crece lentamente,

@ en los intervalos [y, vk + nk] la funcién f crece rapidamente.

Luego tendremos us < vs, lo cual es posible solo cuando s = 0.
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Demostracion.

Euvi={x€(ab): (D*A)(x)>u A (D_f)(x)<v}.

)
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Demostracion.
Euvi={x€(ab): (D*A)(x)>u A (D_f)(x)<v}.

1. Sea s = p*(Ey,v). Elijamos € > 0 arbitrario.

Usando una descripcién de p* encontramos G abierto tal que

Euw CGC(ab), u(G)<s+e.
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Esv={xe(ab): (D'Ax)>u A (D-Ax)<v}j S G C (ab).

)
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Esv={xe(ab): (D'Ax)>u A (D-Ax)<v}j S G C (ab).

)

2. Para cada x en E,, y cada ¢ > 0, usando la condicién (D_f)(x) < v,

encontramos & 5 en (0, ) tal que

x—§&x € G, f(x)—f(x —&x) < v
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Esv={xe(ab): (D'Ax)>u A (D-Ax)<v}j S G C (ab).

)

2. Para cada x en E,, y cada ¢ > 0, usando la condicién (D_f)(x) < v,

encontramos & 5 en (0, ) tal que
x—&x € G, f(x)—f(x —&x) < v

La coleccion {[x — &5 x,x]: x € Ey, § > 0} es una cubierta de Vitali de E, .
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3. El lema de Vitali nos da una subcubierta disjunta ([x; — &j, Xj])1<j<m tal que

m
1| Eu \ U[Xj_fjﬁxj] <E.
j=1
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3. El lema de Vitali nos da una subcubierta disjunta ([x; — &j, Xj])1<j<m tal que
m
1| Eu \ U[Xj_fj’xj] <E.

J=1

Pongamos



6n al lema principal Lema principal
[e]e]e]e]e] Je]e]

3. El lema de Vitali nos da una subcubierta disjunta ([x; — &j, Xj])1<j<m tal que

w (Eu,v\ (LmJ[XJ —g,-,xj])) <e.
j=1

Pongamos
Por la propiedad subaditiva de p*, p*(A) > s —e.
Por otro lado,

j=1

fo =Hu (U(Xjfj,xj)) <u(G)<s+e.



n al lema principal Lema principal

[e]e]e]e]o]e] Jo]

m

A=E,, N U(xj—gj,xj) , w(A) >s—e.
j=1

4. Dados y en Ay ¢ > 0, primero encontramos j en {1,..., m} tal que y € (x; — &}, X;).



6n al lema principal Lema principal

[e]e]e]e]o]e] Jo]

A=E,vN (U(Xj_fjaxj)) ) p(A) > s —e.

j=1
4. Dados y en Ay ¢ > 0, primero encontramos j en {1,..., m} tal que y € (x; — &}, X;).
Luego, usando la condicién (D" f)(y) > u, encontramos 7, 5 en (0, ) tal que

y+77y,5€(>9'_§f7>9')7 f()’+77y,5)—f()/)>“?7y,5-
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A=E,vN (U(Xj_fjaxj)) ) p(A) > s —e.

j=1
4. Dados y en Ay ¢ > 0, primero encontramos j en {1,..., m} tal que y € (x; — &}, X;).
Luego, usando la condicién (D" f)(y) > u, encontramos 7, 5 en (0, ) tal que

y+77y,5€(>9'_§f7>9')7 f()’+77y,5)—f()/)>“?7y,5-

La coleccion {[y,y +1ys5]: ¥y € A, 6 > 0} es una cubierta de Vitali de A.
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Jj=1

A=E,vN (U(Xj_fjaxj)) ) p(A) > s —e.

4. Dados y en Ay ¢ > 0, primero encontramos j en {1,..., m} tal que y € (x; — &}, X;).
Luego, usando la condicién (D" f)(y) > u, encontramos 7, 5 en (0, ) tal que

y+77y,5€(>9'_§f7>9')7 f()’+77y,5)—f()/)>“?7y,5-

La coleccion {[y,y +1ys5]: ¥y € A, 6 > 0} es una cubierta de Vitali de A.

n
Sea ([yk, Yk + mk])1<k<n una subcubierta finita disjunta tal que Z Nk > S — 2¢.
k=1
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Final de la demostracién

5. Para cada k, existe j tal que (v, Yk +7x) C (xj — &, x;j). Luego

n m

D (Fk+m) = flvi) < Y (Flg+§) = F(x))

k=1 j=1
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Final de la demostracién

5. Para cada k, existe j tal que (v, Yk +7x) C (xj — &, x;j). Luego

n

S (Fe ) — F)) < 3 (F0 + &) — ()
j=1

k=1
V A

n m
uy vy g
k=1 j=1
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Final de la demostracién

5. Para cada k, existe j tal que (v, Yk +7x) C (xj — &, x;j). Luego

n

S (Fe ) — F)) < 3 (F0 + &) — ()
j=1

k=1
\% N
n m
ud i vY &
k=1 j=1
V A
u(s — 2¢) v(s+e).

Como ¢ es arbitrario, us < vs. Pero u > v. Esto implica que s = 0.
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@ La integral de la derivada



al lema principal

Proposicién (sobre la integral de la derivada de una funcién creciente)

Sean a,b € R, a< b, y sea f: [a, b] — R una funcién creciente.

Entonces, ' es medible y

/b F(x)dx < f(b) — f(a).

La integral de la derivada
(o] Jele]e]
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Inicio de la demostracion.

Por el teorema, existe f’ c.t.p.
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[e]e] Je]e]

Inicio de la demostracion.

Por el teorema, existe ' c.t.p. Definimos g,: [a, b] — R,

n(f(x—i—%)—f(x)), X-l—%e[a,b];

gn(x) = 1
0, X+ = > b.
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[e]e] Je]e]

Inicio de la demostracion.

Por el teorema, existe ' c.t.p. Definimos g,: [a, b] — R,

n(f(x—i—%)—f(x)), X-l—%e[a,b];

gn(x) = 1
0, X+ = > b.

Entonces g, — /' c.t.p., y f' es medible.
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La integral de la derivada, final de la demostracion. Apliquemos el lema de Fatou:

b b
/ A
/a f'(x)dx < Ihrlgrgf/a gn(x) dx
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[e]e]e] Je]

La integral de la derivada, final de la demostracion. Apliquemos el lema de Fatou:

b , o b o b—1/n
/a f'(x)dx < Ihrlgrgf/a gn(x)dx = I|nm_>|or<1)1'”/a gn(x) dx

= liminf <n /b—l/n f(x+1/n)dx — n/b_l/n f(x) dx)

n—oo
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[e]e]e] Je]

La integral de la derivada, final de la demostracion. Apliquemos el lema de Fatou:

b , o b o b—1/n
/a f'(x)dx < Ihrlgrgf/a gn(x)dx = I|nm_>|or<1)1'”/a gn(x) dx

= liminf <n /b—l/n f(x+1/n)dx — n/b_l/n f(x) dx)

n—oo

b b—1/n
= liminf (n/ f(x)dx — n/ f(x) dx)
=ves a+1/n a
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La integral de la derivada, final de la demostracion. Apliquemos el lema de Fatou:

b , o b o b—1/n
/a f'(x)dx < Ihrlgrgf/a gn(x)dx = I|nm_>|or<1)1'”/a gn(x) dx

= liminf <n /b—l/n f(x+1/n)dx — n/b_l/n f(x) dx)

n—oo

b b—1/n
= liminf (n/ f(x)dx — n/ f(x) dx)
=ves a+1/n a

b a+1l/n
= liminf (n/ f(x)dx — n/ f(x) dx)
=oes b—1/n a
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La integral de la derivada, final de la demostracion. Apliquemos el lema de Fatou:

b—1/n

b b /
!/ . . o .
/a f'(x)dx < Ihrlgrgf/a gn(x)dx = I|nm_>|or<1)1'”/a gn(x) dx
b—1/n b— l/n
zlinrliorgjf<n/ (X+1/n)dx—n/ )d)

b b 1/n
/ f(x)dx — n )
a+1/n

b a+1/n
—I|m|nf< f(x)dx—n f(x) dx)

= liminf
n—oo

n—oo b*l/n

< liminf

n—oo

b a+1/n
n f(b)dx—n f(a) dx)
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La integral de la derivada, final de la demostracion. Apliquemos el lema de Fatou:

b—1/n

b b /
!/ . . o .
/a f'(x)dx < Ihrlgrgf/a gn(x)dx = I|nm_>|or<1)1'”/a gn(x) dx
b—1/n b— l/n
zlinrliorgjf<n/ (X+1/n)dx—n/ )d)

b b 1/n
/ f(x)dx — n )
a+1/n

b a+1/n
—I|m|nf< f(x)dx—n f(x) dx)

= liminf
n—oo

n—oo b*l/n

< liminf

n—oo

b a+1/n
n f(b)dx — n f(a dx) f(a).
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Ejemplo que veremos en el futuro: la escalera de Cantor

Existe una funcién continua y creciente f: [0,1] — R tal que

f(0)<f(l) vy f'=0 ct.p.
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[ee]e]e] ]

Ejemplo que veremos en el futuro: la escalera de Cantor

Existe una funcién continua y creciente f: [0,1] — R tal que

f(0)<f(l) vy f'=0 ct.p.

Para esta funcién
/ Fdu =0 < £(1) — £(0).
[0,1]
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