Criterio de limite en términos de sucesiones

(un tema de andlisis real)

Egor Maximenko

https://www.egormaximenko.com

Instituto Politécnico Nacional
Escuela Superior de Fisica y Matemdticas
México

2024-11-21


https://www.egormaximenko.com

Objetivo:
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Objetivo:

demostrar el teorema de Heine, es decir, el criterio de limite en términos de sucesiones.

Prerrequisitos:

espacios métricos, espacios topoldgicos, base de vecindades.

Una de aplicaciones futuras:
aplicar el teorema de la convergencia dominada a familias de funciones,

no necesariamente numerables.
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Vecindades y limites

Sea (X, 7) un espacio topoldgico.

Dado a en X, pongamos 7(a) ={V €7: ac V}.

Recordemos la definicién del limite .

Sean (X, 7x), (Y, Ty) espacios topoldgicos, a€ X, be Y, f: X = Y.

Il“a f(x)=»b = VQ € 1y (b)

EAVAS Tx(a)
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Variaciones de la definicion del limite

Definicion 1.
Sean (X, 7x), (Y, Ty) espacios topoldgicos, D C X, f: D — Y, accl(D), be Y.
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Variaciones de la definicion del limite

Definicion 1.
Sean (X, 7x), (Y, Ty) espacios topoldgicos, D C X, f: D — Y, accl(D), be Y.

lim f(x) = b = VQ € 1y (b) IV € 7x(a) fIDN(V\{a})] C Q.
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Definicién 2.

En las mismas suposiciones,

lim f(x) = b = VQ € Ty (b) IV € 7x(a) fI[DNV]CQ.

X—a

En general, las Definiciones 1 y 2 no son equivalentes.
Hay casos particulares, cuando son equivalentes: 1) si a ¢ D; 2) si f(a) = b.



Una base local de una topologia en un punto

Sea (X, T) un espacio topoldgico y sea a € X.

Una coleccién W se llama base local de 7 en a, si cumple con dos propiedades:
e WC(a),
eVVer(a) IWeW WCV.



Una base local de una topologia en un punto

Sea (X, T) un espacio topoldgico y sea a € X.

Una coleccién W se llama base local de 7 en a, si cumple con dos propiedades:
e WCr(a),

eVVer(a) IWeW WCV.

Ejemplo trivial: 7(a) es una base local de 7 en a.



Una base local de una topologia en un punto

Sea (X, T) un espacio topoldgico y sea a € X.

Una coleccién W se llama base local de 7 en a, si cumple con dos propiedades:
e WC(a),
eVVer(a) IWeW WCV.

Ejemplo trivial: 7(a) es una base local de 7 en a.

En vez de una coleccién, a veces es mas comodo trabajar con una familia.
Una familia (Wx)key se llama base local de 7 en a,
si cumple con dos propiedades:

o {Wi: ke J} Cr(a),
eVWer(a) Jked W,CV.



Criterio de limite en términos de bases de vecindades

Ejercicio.
Sean (X, 7x), (Y, Ty) espacios topoldgicos, f: X — Y, ae X, be Y.
Sea WV una base local de 7x en a, sea Q una base local de 7y en b.

Demostrar que

limf(x)=b <+ VYQeQ IWew fIW\{a}]CQ.

X—a



Bases locales numerables decrecientes

Proposicién
Sea (X, T) un espacio topoldgico, sea a € X,
y sea (P})jen una base local numerable de 7 en a.

Para cada k en N pongamos
k
Wi =) P;.
j=1

Entonces (Wk)ken también es una base local de 7 en a, y la sucesiéon (Wy)ken es decreciente.




Bases locales numerables decrecientes

Proposicién
Sea (X, T) un espacio topoldgico, sea a € X,
y sea (P})jen una base local numerable de 7 en a.

Para cada k en N pongamos
k
Wi =) P;.
j=1

Entonces (Wk)ken también es una base local de 7 en a, y la sucesiéon (Wy)ken es decreciente.

Ejercicio: demostrar la proposicién.




Ejemplos de bases locales numerables

Ejercicio.
Sea (X, d) un espacio métrico y sea 74 la topologia inducida por la métrica d.
Para cada aen X y cada r > 0,

B(a,r) ={x € X: d(x,a) < r}.
Demostrar que la sucesién de bolas

(B(2,1/9)) yen

es una base local de 74 en a.



Ejemplos de bases locales numerables

Ejercicio.

Recordar la definicién de la topologia candnica 7 del eje real extendido R = [—o0, +-00].
Demostrar que la sucesidn de intervalos

((m, —Hx)])mEN

es una base local de la topologia 7z en el punto +oo.



Criterio de limite en términos de sucesiones (criterio de Heine)

Teorema

Sean (X, 7x), (Y, Ty) espacios topoldgicos, f: X — Y, ac€ X, be Y.
Supongamos que existe una base local numerable de la topologia 7x en el punto a.

Entonces, las siguientes dos condiciones son equivalentes:
a) lim f(x) = b;
(a) lim (x)

(b) para cualquier sucesién (tx)ken en X \ {a}, si lim t, = a, entonces lim f(tx) = b.
k—00 k—o00
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Demostremos las implicaciones (a)=(b) y =(a) = —(b).
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Dado V € 7x(a)
Q € 7y(b) flv\{a}] € Q
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Demostracién (a)=(b)

Supongamos (tn)nen € (X \ {a})
Jin 1) = b it = 2
Dado V € 7x(a) k € N
Q € 7y(b) flvi{a}l € Q Vn>k t,e V\{a}

/

k € N
Vn>k f(t)) € Q




Demostracién (b) = (a) por reduccién al absurdo, inicio

La condicién (a) es equivalente a lo siguiente:

VQ € 1y (b) AV € 7x(a) flv\{a}] € Q.
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VQery(b) IVerx(a) fIV\{a}]CQ.
Supongamos que (a) no se cumple:

HQGTy(b) VVETx(a) f[V\{a}] g Q.
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Demostracién (b) = (a) por reduccién al absurdo, inicio

La condicién (a) es equivalente a lo siguiente:
VQecry(b) IVerx(a) fIV\{a}]<CQ.
Supongamos que (a) no se cumple:
dQ e ty(b)  VV e 1x(a) fIv\{a}] € Q.
Elegimos Eg en Ty (b) con esta propiedad. Entonces,
VvV € 7(a) Ix € V\ {a} f(x) ¢ Eo.

Sea (W) nen una base local decreciente de 7x en a.

Para cada n en N encontramos u, € W, \ {a} tal que f(u,) ¢ Eo.



Demostracién (b) = (a) por reduccién al absurdo, dibujo

Loy
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Demostracién (b) = (a) por reduccién al absurdo, dibujo

f(us3)

f(u1)
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Demostracién (b) = (a) por reduccién al absurdo, dibujo

Hemos construido una sucesién (up,)nen tal que

[VneN tnevvn\{a}] [VneN f(tn)gE]

Mostremos que u, — a cuando n — oo.
Dado V en 7x(a), encontramos k en N tal que W) C V.
Luego para n > k tenemos u, € W, C W, C V.

Mostremos que f(u,) # b cuando n — co. En efecto,
3Q(= Ey) e ty(b) VkeN f(un) ¢ Q.

Esto contradice a la suposicién (b).



Criterio de continuidad en términos de sucesiones (Heine)

Corolario
Sean (X, 7x), (Y, Ty) espacios topoldgicos, f: X — Y, a € X.
Entonces las siguientes dos condiciones son equivalentes:

(a) f es continua en a;

(b) para cualquier sucesién (t,)nen en X, si lim t, = a, entonces lim f(tx) = f(a).
n—oo n—oo




Un truco atil: intercalar dos sucesiones

Ejercicio.

Sea X un espacio topoldgico y sean (tm)men, (Um)men sucesiones en X. Definimos

tm, Nn=2m-—1,
Vy =

Un nN=2m.

Demostrar que

lim v, = a <— ( lim t,=a A [im um:a).
n—o00 m—0o0 m—o0



Criterio de existencia del limite en términos de sucesiones

Ejercicio.
Sean (X, 7x), (Y, 7y) espacios topoldgicos, f: X — Y, a € X.
Supongamos que existe una base local numerable de 7 en a.

Supongamos que para cada sucesién (t,)nen en X \ {a},

si lim t, = a, entonces la sucesién (f(t,))nen tiene un limite en Y.
n—o0

Demostrar que existe b en Y tal que lim f(x) = b.
X—a



