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La matriz jacobiana

Sean X, Y subconjuntos abiertos de R" y sea g € C1(X, Y).

Esta notacidn significa que g: X — Y es continuamente diferenciable.

Para cada x en X, denotamos por g’(x) la matriz jacobiana de la funcién g en el punto x:

. (Dig1)(x) ... (Dng1)(x)
g'(x) = [(Dkg,-)(x)h I . .

T (D)) - (Dug))



Difeomorfismos

Sean X, Y subconjuntos abiertos de R" ysea g: X — Y.
Se dice que g es un difeomorfismo de clase C?,
si g es biyectiva, g € C}(X,Y)y g™t € CY(X,Y).

Si g es un difeomorfismo, entonces g1 o g = idx y por la regla de la cadena

(&™) (g(x)) &'(x) = In,

asi que para cada x en X la matriz g’(x) es invertible:

det(g'(x)) # 0.

Al revés, si g € C1(X,Y), g es biyectiva y det g’ no se anula, entonces g es un difeomorfismo.



Denotamos por F la sigma-algebra de Lebesgue en R”
y por u la medida de Lebesgue en R".

Teorema (del cambio de variable en las integrales de funciones positivas)

Sean X, Y subconjuntos abiertos de R” y sea g: X — Y un difeomorfismo de clase C1,
es decir, una funcién biyectiva tal que g € C1(X,Y)y gt € CY(Y, X).
Ademas, sea f € M(Y, ,[0,+00]).

/fdu:/(fog)|detg'| du.
Y X

Entonces




(fog)|detg’|

e —— | 0,4l

/Yf:/x(fog)|detg'\.



Teorema (del cambio de variable en las integrales de funciones complejas)

Sean X, Y subconjuntos abiertos de R” y sea g: X — Y un difeomorfismo de clase C!.
Ademis, sea f € L1(Y, 1, C).

Entonces (f o g) |detg’| € £Y(X,u,C) y

/Yf:/x(fog)|detg’|.




/Yf:/x(fog)|detg'|.



Ejemplo: coordenadas polares

R
X d Y
00 « R
N r cos() (o) — —rsen(p) cos(p) et o (o 1) = 1
glp,r) [rsen(@)r g (e, r) [rcos((p) Sen(w)], |det gy, r)| =r.

| rxpacar= [ " Flrcos(i).rsen(i)) £ dr d.



Problema

Demostrar el teorema del cambio de variable para la integral de Lebesgue,
utilizando su versiéon para la integral de Riemann

y la aproximacién de funciones medibles por funciones continuas de soporte compacto.
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