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Prerrequisitos

Antes de estudiar este tema, es necesario saber bien:
@ los supremos e infimos, sus propiedades,
@ la definicién de limites laterales (por la izquierda y por la derecha),

el criterio de existencia del limite en términos de limites laterales,

la definicién de la derivada y sus propiedades,
@ la definicién del limite superior e inferior,

@ el criterio de existencia del limite en términos de limites superiores e inferiores.



Repaso: limites superiores laterales (por la izquierda y por la izquierda)

Sean A un intervalo de R, f: A — R, x € int(A).
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Repaso: limites superiores laterales (por la izquierda y por la izquierda)

Sean A un intervalo de R, f: A — R, x € int(A).

limsupf(t) = inf sup  f(t).
t—xt >0 teAN(x,x+9)
limsup f(t) = inf sup  f(t).
t—x— >0 teAN(x—0d,x)

También se pueden expresar como limites:

limsupf(t) = lim sup  f(t), limsupf(t) = lim sup  f(t).
t—xt §—0t te AN(x,x+0) t—xt §—01 teAN(x—8,x)



Repaso: limites inferiores laterales

(por la derecha y por la izquierda)

Sean A un intervalo de R, f: A — R, x € int(A).

liminf f(t) = sup inf f(t).

t—xt §>0 tEAN(x,x+0)

liminf f(t) = sup inf  f(t).

== §>0 tEAN(x—6,x)

También se pueden expresar como limites:

liminf f(¢t) = lim inf f(t), liminf f(t) =

t—xt §—0+ teAn(x,x+6) =¥

lim inf
0—0t teAN(x—0d,x)

f(t).



Repaso: propiedades elementales

de limites superiores e inferiores laterales
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Repaso: propiedades elementales

de limites superiores e inferiores laterales

Proposicién

liminf 7 (t) < limsup f(t).

t—xt t—xt
Proposicién
lim f(t)=v = liminf f(t) = limsup f(t) = v.
t—xt t—x+t t—xt

De manera similar, para t — x~.



Definicion de las derivadas de Dini

Sean A un intervalo de R, f: A — R una funcién, x € int(A).

D" f(x) := limsup f(ti:i(x)7 D, f(x) = Iitm ir}rff(tZ:i()Q.
D™f(x) = |itm sup f(tZ:i(X) D_f(x) = “tril'lff(tz:i()()‘



Definiciones detalladas de las derivadas de Dini

(D f)(x) = inf  sup f(t) = fx) lim sup M

t—Xx t—Xx

n>0 t€(x—n,x) n—0t t€(x—n,x)



Definiciones detalladas de las derivadas de Dini

(D f)(x) = inf  sup ) =) _ lim

y FO )
n>0 tE(x—n,x) t—x n—0t t€(x—n,x) t—Xx ‘

(D4+f)(x) =sup inf fe) = fix) = lim inf M
n>0 te(x,x+n) t—x n—0t te(x,x+n) t—Xx



Definiciones detalladas de las derivadas de Dini

(D™ f)(x) = inf  sup M = lim sup M

>0 te(x—nx) =X n—0t te(x—mx) L—X

(D4f)(x) =sup inf B =) _ lim inf f(t) = f(x) f(X).

n>0 t€(x,x+n) n—01 te(x,x+n) t—x

Ejercicio. Escribir de manera detallada las definiciones de (D_f)(x) y (D" f)(x).



Proposicién (desigualdades elementales entre las derivadas de Dini)

(D:1)(x) < (DTAx),  (D-F)(x) < (D FX).




Proposicién (desigualdades elementales entre las derivadas de Dini)

(D:1)(x) < (DTAx),  (D-F)(x) < (D FX).

Demostracion. En efecto, liminf < limsup.



Proposicién (criterio de derivabilidad en términos de las derivadas de Dini)
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Entonces f es derivable en x si, y solo si,

(D+F)(x) = (DTF)(x) = (D-f)(x) = (D™ F)(x).

Més aiin, en este caso todas las derivadas de Dini coinciden con f/(x).
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Esto implica, respectivamente, |m ————==v vy
t—xt t—x



Proposicién (criterio de derivabilidad en términos de las derivadas de Dini)

Sean A un intervalo de R, f: A= R, x € int(A).
Entonces f es derivable en x si, y solo si,

(D+F)(x) = (DTF)(x) = (D-f)(x) = (D™ F)(x).

Més aiin, en este caso todas las derivadas de Dini coinciden con f/(x).

Demostracion de la suficiencia. Suponemos
(D+)(x) = (D*F)(x) = (D-F)(x) = (D~ F)(x) = v.

f(t)—f f(t)—f
Esto implica, respectivamente, lim u =v y lim M = v.
t—xt t—x t—x— t—x



Proposicién (criterio de derivabilidad en términos de las derivadas de Dini)

Sean A un intervalo de R, f: A —= R, x € int(A).
Entonces f es derivable en x si, y solo si,

(D+F)(x) = (DTF)(x) = (D-f)(x) = (D™ F)(x).

Més aiin, en este caso todas las derivadas de Dini coinciden con f/(x).

Demostracion de la suficiencia. Suponemos
(D+)(x) = (D*F)(x) = (D-F)(x) = (D~ F)(x) = v.

Esto implica, respectivamente, lim M =v y lim M = v.
t%X‘F t —X t—x— t — X
f(t) — f(x)

im —= = v.

Luego |
& t—x t— X



Ejemplo

f:R—-R,
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f(x) = X
0, x = 0.
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f: R—R,

Notemos que

f(t) —f(0)
t—0

Luego
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t—0t
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Proposicién (la derivada superior derecha de la funcién “opuesta”)

Sean A un intervalo de R, f: A — R. Definimos g: A — R como g(x) := —f(x) .
Entonces para cada x en int(A), (DT g)(x) = —(D4f)(x).
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(DTg)(x) =



Proposicién (la derivada superior derecha de la funcién “opuesta”)
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Proposicién (la derivada superior derecha de la funcién “opuesta”)

Sean A un intervalo de R, f: A — R. Definimos g: A — R como g(x) := —f(x) .
Entonces para cada x en int(A), (DT g)(x) = —(D4f)(x).

Demostracion.

—(F(1) = Fx))

(D" g)(x) = limsup M = inf  sup P

- —x
o n>0 tE€(x,x+n)

Aplicamos propiedades de sup e inf para “sacar” el signo:

(D7g)(x) =



Proposicién (la derivada superior derecha de la funcién “opuesta”)

Sean A un intervalo de R, f: A — R. Definimos g: A — R como g(x) = —f(x) .
Entonces para cada x en int(A), (DT g)(x) = —(D4f)(x).

Demostracion.

—(F(1) = Fx))

(D" g)(x) = limsup M = inf  sup —

+ — X
o n>0 tE€(x,x+n)

Aplicamos propiedades de sup e inf para “sacar” el signo:

o D=0

t—Xx

(Dg)(x) = —sup
n>0 te(x,x+n)



Proposicién (la derivada superior derecha de la funcién “opuesta”)

Sean A un intervalo de R, f: A — R. Definimos g: A — R como g(x) = —f(x) .
Entonces para cada x en int(A), (DT g)(x) = —(D4f)(x).

Demostracion.

—(F(1) = Fx))

(D" g)(x) = limsup M = inf  sup —

— X
txt n>0 tE€(x,x+n)
Aplicamos propiedades de sup e inf para “sacar” el signo:

(0*8)) = —supinf TAZTENp i
n>0 te(x,x+n)



Proposicién (la derivada superior derecha de la funcién “reflejada”)

Sean A un intervalo, f: A — R. Definimos B := —A, h: B— R, h(x) = f(—x) .
Entonces para cada x en int(B), (DT h)(x) = —(D_f)(—x).




Proposicién (la derivada superior derecha de la funcién “reflejada”)

Sean A un intervalo, f: A — R. Definimos B := —A, h: B— R, h(x) = f(—x) .
Entonces para cada x en int(B), (DTh)(x) = —(D_f)(—x).

Demostracién. (DT h)(x) = limsup h(t) — h(x) =inf sup M
t—xt t—x >0 t€(x,x+n) t—Xx



Proposicién (la derivada superior derecha de la funcién “reflejada”)

Sean A un intervalo, f: A — R. Definimos B := —A, h: B— R, h(x) = f(—x) .
Entonces para cada x en int(B), (Dt h)(x) = —(D-f)(—x).

Demostracion. (D" h)(x) = limsup ht) = h(x) = inf  sup M
t—sx+ t—Xx >0 te(x,x+n) t—Xx
Hacemos el cambio de variable u = —t:
f(u)—f(—
(D" M(x) = inf  sup W =F(=X)
7>0 u€(—x-n—x)  —HUTX
Aplicamos propiedades de sup e inf para sacar el signo:
f(u) —f(—
O x) = —sup  inf T ZFED gy

>0 u€(—x—n,—x) U — (—X))



Ejercicios: las derivadas de Dini de la funcién opuesta o reflejada

Ejercicio. Hallar férmulas para otras derivadas de Dini de la funcién
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Las derivadas de Dini de una funcién creciente

Ejercicio. Sea A un intervalo en R y sea f: A — R una funcién creciente.
Mostrar que para cada x en int(A),

(DHF)(x) = (D+F)(x) 20, (D F)(x) = (D_)(x) > 0.

Sugerencia: analizar el signo del cociente

(1) = Fx)

t—Xx



Criterio de igualdad de cuatro nimeros reales,

en términos de una cadena de desigualdades

Proposicién

Sean vq, vo, v3, v4 € R. Entonces




Sugiero buscar dos dibujos de Maurits Cornelis Escher:

“Ascending and descending”

En estos dibujos Escher muestra “contraejemplos” (imposibles) a la proposicién anterior.



Criterio de derivabilidad en términos de las derivadas de Dini

Proposicién

Sean A in intervalo, f: A — R, x € int(A).

Entonces f es derivable en x si, y solo si,

(DFF)(x) < (D-F)(x)

A

(DF)(x) < (D+F)(x).




Criterio de derivabilidad en términos de las derivadas de Dini
Proposicién

Sean A in intervalo, f: A — R, x € int(A).

Entonces f es derivable en x si, y solo si,

(DFA)(x) < (D-F)(x) A (D™ F)(x) < (Dyf)(x). (1)

Demostracion. =. Si f es derivable en x, entonces las 4 derivadas de Dini coinciden.
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Proposicién
Sean A in intervalo, f: A — R, x € int(A).

Entonces f es derivable en x si, y solo si,

(DFA)(x) < (D-F)(x) A (D™ F)(x) < (Dyf)(x). (1)

Demostracion. =. Si f es derivable en x, entonces las 4 derivadas de Dini coinciden.

=




Criterio de derivabilidad en términos de las derivadas de Dini

Proposicién
Sean A in intervalo, f: A — R, x € int(A).

Entonces f es derivable en x si, y solo si,

(DFA)(x) < (D-F)(x) A (D™ F)(x) < (Dyf)(x). (1)

Demostracion. =. Si f es derivable en x, entonces las 4 derivadas de Dini coinciden.

<. Recordemos que siempre




Criterio de derivabilidad en términos de las derivadas de Dini

Proposicién
Sean A in intervalo, f: A — R, x € int(A).

Entonces f es derivable en x si, y solo si,

(DFA)(x) < (D-F)(x) A (D™ F)(x) < (Dyf)(x).

Demostracion. =. Si f es derivable en x, entonces las 4 derivadas de Dini coinciden.

<. Recordemos que siempre (D_f)(x) < (D~ f)(x) vy




Criterio de derivabilidad en términos de las derivadas de Dini

Proposicién
Sean A in intervalo, f: A — R, x € int(A).
Entonces f es derivable en x si, y solo si,

(DFA)(x) < (D-F)(x) A (D™ F)(x) < (Dyf)(x).

Demostracion. =. Si f es derivable en x, entonces las 4 derivadas de Dini coinciden.

<. Recordemos que siempre  (D_f)(x) < (D f)(x) y (D4+f)(x) < (D*f)(x).
Si se cumple (1), entonces construimos una cadena cerrada:
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Proposicién
Sean A in intervalo, f: A — R, x € int(A).
Entonces f es derivable en x si, y solo si,

(DFA)(x) < (D-F)(x) A (D™ F)(x) < (Dyf)(x).
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(D-f)(x) < (D7F)(x) < (D4f)(x) < (DFF)(x) <




Criterio de derivabilidad en términos de las derivadas de Dini

Proposicién
Sean A in intervalo, f: A — R, x € int(A).
Entonces f es derivable en x si, y solo si,

(DFA)(x) < (D-F)(x) A (D™ F)(x) < (Dyf)(x).

Demostracion. =. Si f es derivable en x, entonces las 4 derivadas de Dini coinciden.

<. Recordemos que siempre  (D_f)(x) < (D f)(x) y (D4+f)(x) < (D*f)(x).
Si se cumple (1), entonces construimos una cadena cerrada:

(D-f)(x) < (D7F)(x) < (D+f)(x) < (DTF)(x) < (D-f)(x).




Anilisis de la desigualdad (D" f)(x) > u

Ejercicio. Sean A un intervalo, f: A — R, x € int(A), u € R.
Supongamos que
(DT F)(x) > u.

Demostrar que

Vo >0 3t € (x,x + 9) f(tiii(x)>u.



Anilisis de la desigualdad (D" f)(x) > u

Ejercicio. Sean A un intervalo, f: A — R, x € int(A), u € R.
Supongamos que
(DT F)(x) > u.
Demostrar que
f(t)—f
Vo >0 3t € (x,x + 9) u>u.

t—x

Ejercicio mas complicado. Determinar si en el ejercicio anterior se tiene <.



Ejercicios: derivadas de Dini en maximos y minimos locales

Ejercicio. Sean A un intervalo, f: A — R una funcién continua, ¢ € int(A).

Supongamos que f tiene un maximo local en c. Demostrar que

(D1f)(c) < (DTF)(c) <0 < (D-f)(c) < (D™f)(c).



Ejercicios: derivadas de Dini en maximos y minimos locales

Ejercicio. Sean A un intervalo, f: A — R una funcién continua, ¢ € int(A).

Supongamos que f tiene un maximo local en c. Demostrar que

(D1f)(c) < (DTF)(c) <0 < (D-f)(c) < (D™f)(c).

Ejercicio. Enunciar y demostrar una afirmacién similar para un minimo local.



