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@ Herramientas auxiliares

© Demostracién del criterio



Criterio de Heine

Teorema
Sean:
e (X,7x),(Y,Ty) espacios topoldgicos,
@ f: X — Y una funcién,
@eacX bey.
Suponga ademas que existe una base local numerable de la topoogia 7x en el punto a.
Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
a) )I(gna f(x) = b,
b) V{xn}neny C X\ {a} IiToox,, =a = lim f(x,) =b.
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Criterio de Cauchy para la existencia del limite de una funcién

Proposicion

Sean:
@ (X, 7) un espacio topologico,
@ (Y,d) un espacio métrico completo,
e M C X,
@ a C X un punto de acumulacién en X,
e f: M — Y una funcién.

Suponga ademas que existe una base local numerable de 7 en a.
Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

a) lim f(x) = b,
b) Ve >0 3V € 7(a) tal que Vx,y € V d(f(x),f(y)) <e.




Demostracion a) = b)

Supongamos
lim f(x) = b
X—a
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Demostracion a) = b)

Supongamos [

im0 = b =
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EIVGTa)VXGV
d(f(x),b) < 5




Demostracion a) = b)

Supongamos [ . s
>I<[>na f(X) = b / 2
EIV 6 T a) Vx eV
x),b) < [ x,y € V




Demostracion a) = b)

Supongamos
X“L“apf(f) = b J / 5 >0
(IVer(avxeV
- d(F(),b) < 5 %x,y eV
[ d(f(x),b) < § |
d(f(y),b) < 5




Demostracion a) = b)

Supongamos [ A
>I<[>na f(X) = b / 2
(IVer(avxeV
d(f(x),b) < & | xyev

\ /
s N

Q.
)
-
—
X
N
o
SN—r
VAN
Nl N[




Demostracion b) = a)

[ Seae > 0 j Sea (X")ne

lim x, = a
n—o0




Demostracion b) = a)

[ Seae > 0 j Sea (X")ne

lim x, = a
n—o0o
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Demostracion b) = a)

[ Seae > 0 j Sea (Xn) pe
lim Xpn = a
[ 3V € 7(a) ]

Vx,y € V
d(f(x),f(y)) <e




Demostracion b) = a)

[ Seae > 0 J { Sea (X")ne

lim x, = a

n—o00

[ vV e 7(a) }
SN/

Vx,y € V dk € Vnom > k
d(f(x),f(y)) <e Xn, Xm € V




Demostracion b) = a)

[ Seae > 0 J { Sea (X")ne
lim x, = a
Woer(a) | /
Vx,y € V [EIkGVn,mZk]
d(f(x), f ())<€J Xp, Xm € V

e

(F(xn))ne es }

de Cauchy




Demostracion b) = a)

[ Seae > 0 J { Sea (Xn) e
lim x, = a
W e r(a) | /
Vx,y € V [EIkGVn,mZk]
d(f(x),f(y)) < e X Xm € V Y es completo ]

e [/

(f(xn))ne es }

de Cauchy —)[ (f(xn))ne converge J
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