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Objetivo: Utilizar las funciones Beta y Gamma, la férmula de complementos y la regla

de Leibniz para calcular algunas integrales.



Objetivo: Utilizar las funciones Beta y Gamma, la férmula de complementos y la regla

de Leibniz para calcular algunas integrales.

Prerrequisitos:

® Propiedades principales de las funciones Beta y Gamma de Euler,

La formula de complementos para la funcién Gamma,

Integrales impropias de funciones positivas,

Cambios de variable en integrales,

Regla de Leibniz.



Definicién (funcién Gamma)

Para x > 0,

Definicién (funcién Beta)

Para x,y > 0,
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Proposicion
Para x,y > 0,

ux—l

+oo
= ———— du.
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Proposicién (la funcién Beta como cierta integral de funciones trigonométricas)

Para x,y > 0, )
w/2
B(x,y)=2 -/0 (sin(19))?>*~1(cos(9))> ! dv. (1)




Corolario
Para o, 8 > —1,

w/2 @
/0 (sin(1))*(cos(9)?) di) = % B ( ;1, 5;”) | 2)

Proposicion

Sean x, y > 0 entonces




La formula de reflexidn, i.e. la férmula de los complementos

Proposicién (férmula de los complementos)

Para 0 < x < 1,

T
Fe)r(l —x) =
()T(1 = x) sen(7x)
En particular, esta férmula implica que
1
"(2)-v

Calcular I (n + %) para cada n € Ng. Empezar con n=0,1,2,3,....




Aplicacién de la férmula de los complementos

Proposiciéon

+oo p—1 1
/ X dx:r(p)r<1—p>:_”pﬂ.
o 1+4+x9 g \q q gsin 7~

Tomando Beta de g con1l— g y pasando a su forma como integral de nimeros reales,

p. P oo yq !
(212 = [,
q q o (1+u)

tenemos que:
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Luego, haciendo el cambio de variable z = uv nos queda

+oo p—1
B B,l—B :/ z qdz
q q o 1+4+2z9

Por otro lado, pasando a Beta en su forma en terminos de Gamma, tenemos que

B<p’1_p):r(g)r(1—g).

q q r(1)

=0 _p—1
/ z dz:ll'<p>l'<l—p>:7r.
0 1—z9 q q q qsin (%)

Donde la ultima igualdad se tiene por la férmula de complementos.

Asi




Comparacién de la funcién potencia con la funcién exponencial y

logaritmica

Para cada a > 0 existen Ci(a), Go(«), C3() > O tales que

Vx € [0, 4+00) x* < Gi(a)eX,
Vx € (0, +00) In(x) < G(a)x,

Vx € (0,1] |In(x)| < G3(a)x™“.



Teorema (La regla de Leibniz para derivar bajo el signo integral)

Sean (X, F, i) un espacio de medida, Y un intervalode R, f : X x Y — C.
Suposiciones:

eVyecY, f¥ell(X,u).
® Para casi todo x € X, la funcién £, es derivable.
® Jg e LY(X,pu,[0,+00]) tal que |f(y)| < g(x) para casi todo x € X, Vy € Y.

Definimos

o:Y = C, CD(y)::/

g rdu= /X f(x,y)du(x).

Entonces para cada y € Y, la funcién x — f/(y) es integrable, ® es derivable en Y, y

&'(y) = /X £y ) ().




/+OO 7\4/;( dx
0 (1 +X)2 i

Solucién. Notemos que la integral anterior se puede expresar en términos de la funcién

Beta y usando los resultados vistos tenemos que:
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Solucidn.
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/2
/ sin* x - cos* x dx.
0

Solucion.
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Lema

Sea
+o00 Xp—l
F = CI'X7
(p) /0 1+ x9
entonces
(o) 7r2cos‘%7r
P) =~ apr
q*sin £%
En efecto,
d [t xp-l d s
dp Jo 1+x9 _aqsingw
_W—<cosp—;> (g)_ m\? cos &%
q sin? BT N q) sin?Br’



Ejercicio 4

Solucion: sea

xP~1
f(X,p):m, C0n0<p<3.
Derivando f .
xP~%Inx
Definimos N )
0 p—
F(p) = ——dx.
w- | i

Debemos encontrar g € L! tal que acote a /(p).



Sean 0 < p; < p2 < 3 fijos tales que p; < p < p2, definimos g de la siguiente forma

xP2~1n(x)

T3 Si x>1
g(x) =
xP1~1In(x) .
i3 si 0<x<1.

Veamos que g acota a f,.

Para 0 < x < 1, k — x¥ es decreciente, entonces si p; —1 < p—1 (p1 < p) se tiene

que xP~1 < xP1=1. Por lo que se tiene

xP~LIn(x) _ xPrLin(x)

1+x3 — 14x8




Para x > 1, k — x¥ es creciente, entonces si p — 1 < pp — 1 (p < p2) se tiene que

xP~1 < xP2=1 Por lo que se tiene

xP~LIn(x) _ xP2~lin(x)

1+x3 — 14x3

Asi, g acota f/(p).

Ahora probemos que g es L'. Para 0 < x < 1 sabemos que

|Inx] < Cx™%, con a>0.

Luego
xP1=1 In(x)| CxPr—1-o
1+x3 — 14x3

< CxPrl-a = 7(: .
- X1+04*P1



Es decir
xPr=1 In(x)| < C

1+x3 = xlta—p’

1 P1*1| 1
/ X0l g o / ¢
0 1+X3 0 X]'—i_a_p1

1 p—1 [ 1 C
[, [y
0 14+ x 0 Xli?

Como 1 — B <1, se tiene que la ultima integral es finita.

Integrando se tiene

Tomando o = %




Ahora, para x > 1, sabemos que

|Inx| < Cx*, con a > 0.

Luego
xP271|In(x)|  Cxpeta-l C

1+x3 = x3  xtoem’

es decir
xP2=1|In(x)| C
<

14+x3 = xt-ap’

Integrando tenemos

+oo po—1 +oo
/ it L1C9) PO / _C 4
1 1

1+x3 x4—a—p2



Tomando a = 3_7”2

+oo po—1 +oo
/ X In(] g o / &
1 1+X3 1 X P2

2
Como S_TPQ > 1, se tiene que la ultima integral es finita.

Asi, se prueba que g es integrable.

Dado que las condiciones de la regla de Leibniz se cumplen, se tiene que

+o00 pfll
X nx
F'(p) = T T
(p) /0 T &



Luego, por el lema anterior y haciendo p =2y g = 3 se tiene

/+°° xInx 7r2cos%7r
S dx =3
0 1+x3 95|n2%7r



* xP~1ln(x)

Solucién: Definimos la siguiente funcién

oo ,p—1
Fp) = / T dx.
0

1+ x

Aplicando la proposicién con g =1

o) Xp—l T
/ dx = .
o 1l+x sen(pm)




Se probara que F cumple con las condiciones para aplicar la regla de Leibniz.

Denotemos:
f i
(x,p) = T
entonces
00 Xp—l J 00 ‘
| s [ rten)
0 xP~1 In(x)
—_f = fl(p)=_—— "
5o 0eP) = i) =

Debemos encontrar una funcién g € L' que acote f/(p).
8 P



Sean 0 < p; < p2 < 1 fijos tales que p1 < p < po definimos g de la siguiente manera

xP2~1n(x)

Trx si x>1
g(x) =
-1
XPITT(X) si O0<xx«1

Veamos que f/(p) se acota por g.

_ xP271iIn(x)

7 k .
s ademds k — x* es creciente, como p < p» entonces

Para x > 1, g(x)
p—1< pr—1, luego

xP~1 < xP2—1

xP~1 In(;)

<
T x < g(x)



xP171In(x)

Para 0 < x <1, g(x) =~
entonces p; —1 < p— 1, por tanto

, ademids k — x* es decreciente, como p; < p

xP—1 < xP1—1

luego
xP~1In(x)

< .
T x < g(x)

Hemos probado asi que f/(p) se acota por g(x)



Probemos que g € L.

xP2=2n(x)

Trx  luego

Supongamos x > 1, entonces g(x) =

p2—1 o
xP2=H In(x)| < | In(x)| o

1+x = x¥ P = x2-p2’
Tomemos a = %, entonces
1 1-p
xP272 In(x)| L X2 c
— 2— - 1—py )
1+ x X47P2 It—=2

donde

* ¢
—— <+
1—
/1 X1+Tp2



xP1~1In(x)

Supongamos ahora 0 < x < 1, entonces g(x) = i luego
xp1_1||n(x)| < | In(x)| < cx @
1+ x = xl=p = xl-p”
Tomemos a = £, entonces
P In(x)| o7 c
1+ x = xlmp 18
donde
1
/ < +00
0

1—

P1

2



Aplicando la regla de Leibniz a F

oo ,p—1 00 p—1 oo ,p—1
Ly (. :d/ XdX:/ 9 (x dx:/ Xiln(x)dx.
dp \ sen(pm) dp Jo 1+x o Op\1+x 0 1+ x

Es decir

/°° xP~LIn(x) dx — d T B _7r2 cot(mp)
0 1+x ~dp \sen(pr)/)  sen(mp)



