Convergencia puntual

Sean X, Y espacios métricos.

Definicién (convergencia en un punto). Sean { f,, } una sucesién de funciones X — Y,
zo € X. Dicen que {f,} converge en el punto xq si la sucesion { f,(xo)} converge.

Definicién (conjunto de convergencia). Sea { f,,} una sucesién de funciones X — Y.
El conjunto de todos los puntos x € X tales que f, converge en z, se llama el conjunto
de convergencia de la sucesion f,.

Definicién (funcién limite). Sean { f,, } una sucesién de funciones X — Y, E el conjunto
de convergencia de la sucesion { f,}. La funcién ¢g: E — Y, definida por

g(x):= lim f,(z) (x € E),
se llama funcion limite de la sucesion {f,}.

Definicién (convergencia puntual). Sean {f,} una sucesién de funciones X — Y,
g: E — Y una funcién, donde £ C X. Dicen que f, converge a g (puntualmente) en el
conjunto E si f,(z) — g(x) para todo z € E.

1. Ejemplo. X = [0,1], f,: X — R, fu.(x) = 2™, n € N. Calcular el conjunto de
convergencia y la funcién limite de la sucesién {f,}. ;Es la funcién limite continua?

sinn2z

2. Ejemplo. f,: R — R, f.(z) = . Calcular el conjunto de convergencia y la

funcién limite g de la sucesion {f, }. Checar si f;, — ¢'.
(Este ejemplo es més complicado que los demas.)

sin nx

3. Ejemplo. f,: R — R, f,(z) = 5

funcién limite g de la sucesion {f, }. Checar si f;, — ¢'.

. Calcular el conjunto de convergencia y la

4. Ejemplo. f,: [0,1] — R, f,(z) = 2(n + 1)z(1 — 2?)". Calcular el conjunto de conver-
gencia y la funcién limite g de la sucesién {f,}. Calcular fol fo(z)dz y fol g(z) dz.
5. Ejemplo. Para m,n € N, pongamos:

fm(x) := lim (cos mlmz)*" .

Mostrar que

1, mlx € Z;
fm(x) =
0, mlx ¢Z.

0, ;
Dle) = {1 zig
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