Convolucién peridédica

Objetivos. Introducir el concepto de convolucion de funciones 27-periddicas y demostrar
las propiedades principales de esta operacién.

Requisitos. Funciones Lebesgue integrables, funciones periddicas, teorema de Fubini,
cambio de variable.

Funciones 27-peridodicas

Definicién 1 (funcién 7-periédica). Sea f: R — C una funcién y sea T' € R. Se dice que
f es T-periddica (también se dice que T" es un periodo de f) si para cada x en R

fla+T) = f(a).

Definicién 2 (los periodos de una funcién). Una funcién puede tener varios periodos.
Por ejemplo, si T es un periodo de f, entonces 27" también es un periodo de f:

flea+2)=f((z+T)+T)= f(z+T) = f(z).

Mas general, si T' es un periodo de f, entonces cualquier multiplo positivo de T también
es un periodo de f. Si f es una constante, entonces cualquier nimero real es su periodo.
Se puede demostrar que el conjunto de los periodos de una funcién dada es un subgrupo
de R.

Definicién 3 (el periodo positivo minimo de una funcién). Sea f: R — C una funcién.
Supongamos que el conjunto de los periodos positivos de f tiene un elemento minimo 7.
Entonces se dice que T' es el periodo positivo minimo de f. Se puede demostrar que en
esta situacion cualquier periodo positivo de f es un multiplo entero de T'. Hay funciones
que no tienen periodo positivo minimo.

Definicién 4 (el grupo cociente R/(TZ)). Sea T" > 0. Los elementos de R/(TZ) son
conjuntos de la forma x4+ TZ, con z en R. La suma de dos elementos de R/(TZ) se puede
definir como la suma de dos subconjuntos de R, es decir, como el conjunto de todas las
sumas:

A—i—B::{CER: doc A Jbe A c:a—l—b}.

Es facil ver que si A, B € R/(TZ), x € A, y € B, entonces
A+B=(x+y)+TZ.

La funcién = + TZ — e*™1*/T es un isomorfismo del grupo R/(TZ) sobre el grupo T.
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Observacion 5 (varios puntos de vista a las funciones 2m-periddicas). En estos apuntes
vamos a trabajar con funciones 27-periédicas. Si f: R — C es una funcién 27-periddica,
entonces existe una unica funcién g: (R/(27Z)) — C tal que g(x+27Z) = f(x) para cada
x en R. También existe una tnica funcién h: T — C tal que h(e'*) = f(z) para cada x en
R. Mas aun, si f es continua, las funciones g y h también son continuas. Esto significa que
en vez de trabajar con funciones 2m-periddicas es posible trabajar con funciones definidas
en el grupo cociente R/(277Z) o en la circunferencia unitaria T. En estos apuntes elegimos
el punto de vista mas elemental y trabajamos con funciones 27-periédicas definidas en R.

Definicién 6 (funciones 27-periddicas integrables sobre intervalos de longitud 27). Sea
p € [1,+00]. Denotamos por L5, . (R) a las clases de equivalencia de funciones R — C

que son Lebesgue-medibles, 2m-periédicas y p-integrables sobre el intervalo [0, 27).

Convolucién periédica

Definicién 7 (la convolucién periédica de dos funciones periddicas integrables). Dadas

dos funciones f,g € L%W_per(R), denotamos por f x g su convolucion periddica (también

llamada la convolucidn ciclica):

27
1
(4 9)0) = 5 [ 10 = mgtm) duto) )
0
Lema 8. Sean f,g € Ly, ..(R). Entonces,
2 27
1
o | [ 110 =gl dna auo) = 1l o 9l .o
0 0

Proposicién 9 (la convolucién periddica de dos funciones periédicas integrables es inte-
grable y periédica). Sean f,g € Li___(R). Entonces, f*g e L} __ (R), y
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Proposicién 10 (propiedad asociativa de la convolucién periddica).

(f*xg)xh=fx(gx*h).

Proposicién 11 (propiedad conmutativa de la convolucién periddica).

fxg=gxf.

Proposiciéon 12 (teorema de convolucién para la convolucién periddica). Sean f,g €
LY .(R). Entonces,

2m-per

Fu(f *g) = Fz(f)Fz(g).

En otras palabras, si h = f % g, entonces para cada k en 7. se cumple que

~

hi, = fr 0.
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Ejercicio 13. Demuestre la propiedad asociativa y conmutativa de x usando el teorema

de convolucion y la propiedad inyectiva de la transformacion f +— f.
Ejercicio 14. Demuestre que en L%ﬂ_per(R) no existe elemento neutro bajo la operaciéon

x. Sugerencia: utilice el teorema de Riemann-Lebesgue.
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