Nicleos aproximativos periddicos

Objetivos. Introducir el concepto de niicleos aproximativos (ntcleos buenos, sucesiones
. . iy © .

de Dirac) sobre el grupo R/(27Z). Demostrar que el nicleo de Fejér (,,)7°_, es un nicleo

aproximativo. Demostrar que los nticleos aproximativos sirven para aproximar funciones

continuas en el sentido uniforme.

Requisitos. El nicleo de Fejér, convolucién periddica (ciclica).

Convolucién periédica (repaso breve)

Definicién 1 (funciones 27-periddicas, repaso breve). En este tema trabajamos con aque-
llas funciones R — C que son 27-periddicas y satisfacen algunas propiedades adicionales
(continuas, medibles, integrables sobre un intervalo, etc.). Es posible pensar que el dominio
de estas funciones es el grupo cociente R/(277Z) o la circunferencia unitaria T. También, en
vez de trabajar con funciones 27-periédicas, es posible trabajar con funciones 1-periédicas
o funciones cuyo dominio es el grupo R/Z.

Definicién 2 (funciones 27-periddicas integrables sobre intervalos de longitud 27, repaso
breve). Denotamos por L} per(R) a las funciones R — C que son Lebesgue-medibles
y 2m-periddicas, y ademés son Lebesgue integrables sobre el intervalo [0, 27). Pasamos
libremente de las funciones a sus clases de equivalencia. La norma en L} R) esta

definida como .
i g | @A),

donde 1 es la medida de Lebesgue. Es facil ver que la norma no sambia al pasar del
intervalo [0, 27) a cualquier otro intervalo de longitud 27. De manera similar se definen
las clases Lpper para cualquier p € [1,400]; en el caso p = +o0 se trata de funciones
esencialmente acotadas, y la norma se define a través del supremo esencial con respecto
a la medida .

2m-per (

Definicién 3 (la convolucién 27- periédica repaso breve). Dadas dos funciones f, g de
clase L} (R), su convolucién periddica (o ciclica) se define mediante la regla

(feg ——ffﬁ77> (). (1)

Es facil ver que f+ge Ly ..(R)y |f . La integral (1) se puede
escribir de otra manera equivalente, utilizando solamente los valores de f y g en puntos
del intervalo [0, 27):

(f »9)(0) =

2m-per

f( =mn)g(n) du(n) + % fwz | f@W —n+2m)g(n)du(n). (2)

2T [0,9)

En la féormula (2) se puede suponer que ¢ € [0,27), luego f = g se extiende al dominio
R por la 27-periodicidad. La convolucién periddica también se puede definir para otras
clases de funciones f y g, cuando la integral (1) converge absolutamente para casi todos
puntos 9 en R.
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Nrcleos aproximativos (2m-peridédicos)

Definicién 4 (nicleo aproximativo). Una sucesién de funciones (K, se llama nicleo
aprorimativo de funciones 2m-periddicas, si las funciones K, estan definidas en R, son
2m-perioddicas, y se satisfacen las siguientes propiedades:

(NA1) sup | K, |12- < +00.
TLENO
27

1

(NA2) Para cada n en Ny, Dy K,du=1.
T Jo

(NA3) Para cada § > 0,

lim | K| dpe = 0.

n=% J(§,2r—5)

Definicién 5 (sucesién de Dirac). Una sucesidn de Dirac (en el sentido de Serge Lang)
es nicleo aproximativo (K, )nen, tal que K, (¢) = 0 para cada n € Ny y cada 9 € R.
Obviamente, en este caso la condicién (NA1) es un corolario de (NA2).

El nicleo de Fejér es un nucleo aproximativo

Proposicién 6 (varias férmulas equivalentes para el nicleo de Fejér, repaso breve). Asi
llamamos la sucesion de funciones (®,)x_, definidas mediante las siguientes formulas
equivalentes:

d, (V) = i (1 — %) etV — nZl (1 — %) ekid (3)

k=—n k=—n+1
n k n—1 k
-1 _r _ _r
+ 2 Z (1 n> cos(k¥) =1+ 2 Z (1 n> cos(k?) (4)
k=1 k=1
sen ni\*
] e
=l ] )
sen —
2

Proposicién 7 (una cota inferior para la funcién sen cerca del punto cero, repaso breve).
Hemos mostrado anteriormente que para cada x en [0, g]

2
sen(r) = —x. 6
(0)> 2 (0
Teorema 8 (el nicleo de Fejer es un nicleo aproximativo). La sucesion (®,,)r_, definida
mediante (3) es una sucesion de Dirac y por lo tanto es un nicleo aproximativo.
Demostracion. De la forma (5) es obvio que @, (¢) = 0 para cada n y . De la forma (3)
es facil deducir que para cada n en Ny
1 2T

O, (V) du(d) = 1.

2 Jy
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Verifiquemos la propiedad (NA3). Primero notamos que si 6 € (0,7) y ¥ € [§, 7], entonces
¥/2 € [0/2,7/2] y por la desigualdad (6)

v
sen > _ (7)
Ahora acotamos ®@,,(¢) por arriba usando (5) y (7)
1 w2 72
P < —
9,(0) : 19)2 <
n | seng

La misma cota superior es cierta para 9 en [m,2m — J], por la 27-periodicidad y paridad
de ®,,. Luego

1 s
— ®,(9) du(¥) < —=,
y la tltima expresién obviamente tiende a 0 cuando n tiende a oo. O

Aproximacién uniforme por medio de la convolucién periédica
con el nicleo aproximativo periédico

Proposicién 9 (criterio de continuidad uniforme en términos médulo de continuidad uni-
forme, repaso). Sea (X, d) un espacio métrico y sea f: X — C. Definimos wy: (0,400) —
[0, +00] como

we(0) == sup{|f(u) — f(v)]: w,ve X, du,v)<d}.

Entonces f es uniformemente continua en X si, y solo si, lims_,ows(d) = 0.

Teorema 10 (sobre la aproximacién uniforme por medio de la convolucién periédica
con eel nicleo aproximativo periddico). Sea f € Corper(R) y sea (K, )nen, un nicleo
aproximativo. Entonces

lim sup |(Ky « f)(x) — f(z)| = 0.

n—=%0 geX

Demostracion. Notemos que la funcién f es continua en [—2m,47]. Como [—27, 47| es
un compacto, f es uniformemente continua en [—27,47]. Denotemos su médulo de conti-
nuidad uniforme por wy. Ademas, f es acotada en este segmento. Denotemos su supremo

por | flsup-
Transformamos la diferencia (K,  f)(z) — f(z) usando la propiedad (NA2):

(Ko D)) = £0) = o | 1= nKa)dut) = [ [ F@K ) du)
-3 | =) = @)K ) duto)
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Dado § en (0, 7), partimos el conjunto de integracién en las partes [0,9) U (27 — §,27] v
[, 27 — 0] y partimos las integrales de manera correspondiente:

(we NE@ =N < g | 1fe =) = F] 1K)ty
1

_|_ _
2m [6,27—6]

|f(z —y) — f)| K (y)| du(y).

En la primera integral usamos la desigualdada |(x —y) — x| = |y| < d y el médulo de
continuidad uniforme de f. En la segunda integral acotamos | f(z —y) — f(v)| por 2| f|sup-

(e N~ S Syl | Kl any)

1
2 e | 1K)l dn()
™ J[s,2m—6]
Luego
1
|5 5 f = Fllsup < wp(8) sup [ Knflvon + 2] floup 5~ J [Kn(y)lduly). — (8)
neNg T J[6,2n—6]

Sea € > 0. Usando la condicién (NA1) y el hecho que w(9) tiende a cero cuando § tiende
a cero, elegimos un 0 en (0, 7) de tal manera que

9
wy(8) sup Ky lazr < 5.
nGNo 2

Para este § aplicamos la condiciéon (NA3) y encontramos k en Ny tal que para cada n en
Ny con n > k se cumple

1 €
sz [ ) < 5

Luego para n = k por (8) obtenemos | K, * f — flsup < €. O

Aplicacion a la aproximacion uniforme de funciones continuas por
medio de polinomios trigonométricos

Proposicién 11. Sea f € Corper(R). Entonces
tim 8,(£) = Fluup = 0.
n—0o0

Demostracion. En efecto, §n(f) = @, » f, donde (®,)_, es el nicleo de Fejér, y ya
sabemos que el nicleo de Fejér es un nicleo aproximativo. O

Corolario 12. El conjunto de los polinomios trigonométricos es denso en Car_per(R).

Demostracion. En efecto, para cada n en Ny la funcién S,(f) es un polinomio trigo-
nomeétrico. L
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