Conjuntos de vectores ortonormales

En este tema suponemos que H es un espacio de Hilbert, esto es, un espacio vectorial
complejo con producto interno, completo respecto a la métrica inducida por el producto
interno.

Objetivos. Estudiar propiedades de conjuntos ortonormales en H y establecer un criterio
de base ortonormal (aqui tratamos bases como conjuntos).

Prerrequisitos. Sucesiones ortonormales de vectores, la suma de una familia.

La suma de una familia (repaso)

1 Definicién (la suma de una familia de vectores). Sean A un conjunto, H un espacio de
Hilbert, {g,: a € A} una familiaen H y h € H. Denotemos por Ps,(.A) al conjunto de los
subconjuntos finitos de A, dirigido por la relacién DO. Para cada A en Pg,(A) pongamos
Sa4 = Y 4eaa- Decimos que la suma ) (ga)sea converge a h si la red (Sa)aepg,(a)
converge a h.

2 Proposicién. Si J =Ny} (g;)jen converge a h, entonces ).y g; converge a h.

3 Proposicién. Sea (g4)aca una familia en [0, +00) tal que

sunga =h < +o0.
AeJaeA

Z(ga)aeA =h

y el conjunto {a € A: g, > 0} es numerable.

Entonces

Conjuntos ortogonales y ortonormales de vectores

4 Definicién (conjunto ortonormal). Un subconjunto A de H se llama ortonormal si
para cada a en A se tiene |la|| = 1, y para cualesquiera a,b en A, si a # b, entonces a L b.

5 Definicién (familia ortogonal). Una familia (g,)eca en H se llama ortogonal si para
cualesquiera a,b en A con a # b se tiene g, L gp.
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6 Proposicién (desigualdad de Bessel para conjuntos ortonormales finitos). Sea m en N

Y Sea ay, ..., A, una lista ortonormal en H y sea v un elemento de H. Entonces
m
> lva)® < o).
j=1

7 Proposicién (desigualdad de Bessel para conjuntos ortonormales). Sea A un conjunto
ortonormal en H y sea v un elemento de H. Entonces el conjunto {a € A: (v,a) # 0}

es numerable, y
> (0, @) )aca < |Jv]*

Demostracion. Para cada A en Py, (A), por la Proposicién 6, tenemos

>l < Jof”

acA

Pongamos

M = sup Z](U,OLHQ.

Entonces M < |[v||>. En particular, M < +o0. Aplicando la Proposicién 3 obtenemos
ambas conclusiones que teniamos por demostrar. O

8 Proposicién (sobre la suma de una familia ortogonal de vectores). Sea (ga)aca una
familia ortogonal en H tal que

M = sup Z |gall® < +o0. (1)

Entonces se cumplen las siguientes afirmaciones.
1. La suma Y (ga)aca converge a un elemento h de H.
2. El congunto {a € A: g, # 0} es numerable.

8. i (a;)52, es una enumeracion del conjunto {a € A: g, # Oy}, entonces

Z(ga)aeA - Z gaj~

4. M = |[n]*.
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Demostracion. La segunda afirmacién se sigue de la Proposicién 3. Denotemos {a €
A: go # Oy} por P. Sea (a;)%2, una enumeraciéon del conjunto P. Para cada p en N
pongamos by, = >0, ga,-

1. Demostremos que la sucesion (b,),en es de Cauchy. Dado € > 0, encontramos un
subconjunto finito B de N tal que

D Mga, | > M —e.
j€B
Entonces para cada subconjunto finito C' de N con BN C = & tenemos
D Mgl =D Ngagl* =D NlgalI> < M = (M —e) = .
jec jEBUC jeB

Pongamos m = sup(B). Sean p,q € N con ¢ > p > m. Entonces {p+1,...,¢q}NB=2y

q
[bg — bp”2 = Z ||gaj||2 <E&.

Jj=p+1

Hemos demostrado que la sucesién (by)yen es de Cauchy. Como H es completo, esta
sucesion converge a un elemento de H. Lo denotemos por h.

2. Demostremos que > (ga)aca = h. Sea e > 0. Encontremos p en N tal que ||h—b,|* < ¢,

esto es,
> lga I <=
Jj=p+1
Sea A € Psn(A) tal que A D {as,...,a,}. Entonces
2 o0
h= 00 < D ool <= O
acA j=p+1

Proyeccidon sobre el subespacio cerrado generado por un conjunto
ortonormal

9 Proposicién (sobre la proyeccién de un vector al subespacio cerrado generado por
un conjunto ortonormal). Sea A un conjunto ortonormal en H. Denotemos por S al
subespacio cerrado generado por A. Sea v € H. Entonces

PS(U) = Z(<U7 a>aa)aeA-
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Las siguientes condiciones son equivalentes:
(a) veES;
(b) v=>3_((v,a) @)aca;
(¢) [0l = 22(Kv, a)[*)acas

Criterio para que un conjunto ortonormal sea una base

10 Proposicién (criterio para que un conjunto ortonormal sea una base). Sea A un
congunto ortonormal en H. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

» clos(¢(A)) = H;

» para cada v en H, > ((v,a) a)qeqs = v;

» para cada v en H, ||v]|* = > (|(v, a)|*)aca;
= el conjunto A es total, esto es, AX = {0x};

» el conjunto A es un conjunto ortonormal maximal, esto es, si B D A y B es orto-
normal, entonces B = A.
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