Sucesiones ortonormales en espacios de Hilbert

En este tema suponemos que H es un espacio de Hilbert.

1 Proposicién (criterio de convergencia de una serie cuyos sumandos son ortogonales a
pares). Sea (zg)gen una sucesion ortogonal en H. Entonces la serie Yy, | x) converge si,
y solo si, la serie Y o, |lzk|* converge.

2 Corolario. Sea (ay)ren una sucesion ortonormal en H y sea (Ag)ken una sucesion en
C. Entonces la serie Y o Mgy converge si, y solo si, la serie Y oo |M\p|* converge.

3 Proposicién (desigualdad de Bessel). Sea (a)ren una sucesion ortonormal en H y
sea v € H. Entonces

|<v,ak>|2 < 400.
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4 Proposicidn (sobre el subespacio cerrado generado por un conjunto de vectores). Sean
X un subconjunto de H, S el subespacio vectorial generado por X, W la cerradura de S.
Entonces W es el minimo entre los subespacios cerrados que contienen a X.

Demostracion. Primero mostremos que W es un subespacio vectorial de H. En efectro, si
z,y € W, e > 0, entonces existen a,b € S tales que ||z —al| < e/2, |ly — b|| < &/2, luego
|(z+y) —(a+0b)]| <eya+beS. Como e es arbitrario, z + y € clos(S) = W.

Sea Y un subespacio cerrado de H tal que X C Y. Entonces SCY y W CY. O]

5 Proposicién (proyeccién ortogonal de un vector sobre el subespacio cerrado generado
por una sucesién ortonormal). Sea (ap)ren una sucesion ortonormal en H. Denotemos
por S al subespacio ceerrado generado por {ay: k € N}. Pongamos

oo
Ak = (v, ag), U= E A, wi=v — u.
k=1

Entonces v =u+w, u€ S yw € S*.
Demostracion. Por la desigualdad de Bessel (Proposicién 3), >°° [Ag]* < 4o00. Por el

Corolario 2, la serie 22021 Aray converge. Pongamos s, = 22021 Aray. Entonces para cada
m en N tenemos s,, € S, luego u € S. Ademés, si j € Ny m > j, entonces

<Sm, aj> = Z )\kék’j = /\j = <U, CLj).
k=1
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Pasamos al limite cuando m — oo y concluimos que (u, a;) = (v, a;), esto es, (w, a;) = 0.
Como j es arbitrario, obtenemos que w € S*. n

6 Corolario. En las condiciones de la Proposicion 5,
o0
loll® = llul® + lwl® = > (v, ai)* + Jwl*
k=1

7 Corolario. FEn las condiciones de la Proposicion 5, las siquientes condiciones son equi-
valentes:

(a) vES;
(b) existe una sucesion (&)ken en C tal que v = kaak;
k=1
(c) v= Z(U,ak)ak;
k=1

(@) Jlol* =D v, an)l.

8 Teorema (criterio para que una sucesién ortonormal sea una base del espacio de
Hilbert). Sea (ax)ren una sucesion ortonormal en H. Entonces las siguientes condiciones
son equivalentes:

(a) clos(¢{ax: k€ N})=H;

oo
(b) para cada v en H existe una sucesion (&)gen en C tal que v = ngak;
k=1

(c) para cadav en H, v="Y (v,ax)ag;

o)
k=1

(d) para cada v en H, |jv|?*= Z (v, ag)|?.
k=1

(e) {ar: k€ N} ={0x}.
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