Proyeccion ortogonal sobre un subespacio cerrado
de un espacio de Hilbert

1 Lema (sobre la distancia entre dos vectores en un espacio de Hilbert y la norma de su
semisuma). Sean a,b € H. Entonces

2

1 1
= 5 (Il +151?) = glla I, (1)

H%(a—i—b)

2

1
o= 2 = 2(lal® + 1P ~ 4 |3+

(2)

Demostracion. Aplicamos la identidad de paralelogramo a los vectores a y by escribimos
|a + b||* como 4|2 (a + b)|*:
2

1
i |50+ )| + a0 = 201al® + o),
De aqui se obtienen (1) y (2). O

2 Proposicién (sobre el elemento més cercano al origen en un subconjunto convexo ce-
rrado no vacio de un espacio de Hilbert). Sean H un espacio de Hilbert, X un subconjunto
no vacio de H, convexo y cerrado. Entonces en X existe un unico punto a tal que

= inf )
lall = in b

Demostracion. Sea 6 = d(0,X). Encontramos una sucesion (xy)ren tal que ||zg|| — 0.
Notemos que (z; + z)/2 € X,

> 0.

H%(%’ﬂka)

Por (2),

g — @ill* < 2| l* + Nl ?) — 4%,
Si 7,k — o0, entonces la ultima expresién tiende a cero. Concluimos que la sucesion
(z;)jen es de Cauchy. Denotemos su limite por a. Como X es cerrado, a € X y |la|| > 6.

Por otro lado
lall < lla = x|l + |zx| — 9.

Concluimos que ||a|| = 0. Demostremos que si b € X y ||b]| = 6, entonces a = b. En efecto,
(a+0b)/2€ X, ||(a+0b)/2]| > 9, y por (1)
la —b|* < 46% — 46% = 0. O
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3 Proposicién (sobre el elemento més cercano a un vector en un subconjunto convexo
cerrado no vacio de un espacio de Hilbert). Sean H un espacio de Hilbert, X un subcon-
Jjunto no vacio de H, convexo y cerrado, y sea y € H. Entonces en X eziste un unico
punto a tal que

—y|l = fuf [|b—y].
la —yll = mE b —y]

Idea de demostracion. Aplicar la Proposicion 2 al conjunto X — y. O]

4 Proposicién (sobre la proyecciéon ortogonal de un vector a un subespacio cerrado).
Sean H un espacio de Hilbert, S un subespacio cerrado de H, v € H. Entonces existe un
tinico par de vectores (u,w) tal que u € S, w € ST y v =u+ w.

Demostracion. Por la Proposicion 3, en S hay un tnico vector mas cercano a v. Lo
denotemos por u. Pongamos w = v — u. Vamos a demostrar que w L S. Supongamos lo
contrario. Entonces existe z en S tal que (z,w) # 0. Escribimos (x,w) como re'?, con
r >0y 60 €R. Pongamos y = e~ % 2. Entonces

(y,w) = .
Pongamos
r
0= , a=u-+y.
lyll?
Entonces a € S'y
2
r
lv = all* = [lw = oy[|* = [[w]|* = 207 + &*[ly||* = [|w]]® — T < lw]l* = Jlv — .

Hemos encontrado un vector més cercano a v que el vector u. Esto contradice a la eleccion
de u, por eso nuestra suposicion fue falsa, y en realidad w L S. O

5 Ejercicio. Sean H un espacio de Hilbert, S un subespacio cerrado de H, v € H y
u € S tal que v —u L S. Demuestre que para cada x en S\ {u} se cumple la desigualdad

lo =2l > flv = ul]

6 Definicién (el operador de proyeccion ortogonal sobre un subespacio cerrado de un
espacio de Hilbert). Sean H un espacio de Hilbert, S un subespacio de H. Definimos
Ps: H — H mediante la siguiente regla. Para cada v en H definimos Pg(v) como el tinico
vector v en S tal que v —u L S.

7 Proposicién (propiedades del operador de proyeccién ortogonal sobre un subespacio
cerrado de un espacio de Hilbert). Sean H un espacio de Hilbert, S un subespacio cerrado
de H. Entonces Ps tiene las siguientes propiedades.
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1. Ps es un operador lineal.
2. ||Ps|| < 1.
3. P2 = Ps.

4. ker(Ps) = S+.

5. Ps(H)=S.
Demostracion. 1. Sean x,y € H, A € C. Entonces Ps(x) + APs(y) € S'y

(2 + Ay) — (Ps(x) + APs(y)) = (z — Ps()) + Ay — Ps(y)) € 5™,
por eso Ps(x) + APs(y) = Ps(z + \y).
2. Sea v € H, u = Pg(v). Por la identidad de Pitdgoras
[oll* = llll® + llo = wl® = [lul®

3. Sean v € H, u = Ps(v). Entonces u € Sy u —u € S+, asf que u = Ps(u).

4. Sea v € ker(Pgs). Definimos (u,w) como en la Proposicién 4. Entonces u = Ps(v) = Oy
yv=w¢€ St

Al revés, sea v € S*. Entonces el par (0, v) satisface v = 0y +v, 0y € S, v € S+, asi
que por la Definicién 6 obtenemos Ps(v) = 0p.

5. Sea v € H. Entonces por la Definicién 6 tenemos Ps(v) € S.

Al revés, sea v € S. Entonces el par (v, 0p) satisface v = v+ 0y, v € S, 0y € S+, asf que
v = Ps(v) € Ps(H). -
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