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Objetivo

Demostrar el teorema de Banach—Schauder sobre la funciéon abierta,

para operadores lineales continuas entre espacios de Banach.
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Objetivo

Demostrar el teorema de Banach—Schauder sobre la funcién abierta,

para operadores lineales continuas entre espacios de Banach.

Sean X, Y espacios de Banach y sea T' € B(X,Y) tal que T[X] =Y.

Entonces la funcién T es abierta.
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Prerrequisitos

Teorema de Baire.

Bolas y topologia en espacios normados.

El concepto del espacio de Banach.

El concepto de operador lineal continuo entre espacios normados.
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Un corolario del teorema de Baire (repaso)

Si Y es un espacio métrico completo no vacio, entonces Y no es magro.
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Un corolario del teorema de Baire (repaso)

Si Y es un espacio métrico completo no vacio, entonces Y no es magro.

Esto significa que
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Un corolario del teorema de Baire (repaso)

Si Y es un espacio métrico completo no vacio, entonces Y no es magro.

Esto significa que

MEken e (@) |Y=JE: A VkeN int(cl(Ep) =10
keN
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Un corolario del teorema de Baire (repaso)

Si Y es un espacio métrico completo no vacio, entonces Y no es magro.

Esto significa que

MEken e (@) |Y=JE: A VkeN int(cl(Ep) =10
keN

Otra forma equivalente (transformamos p A'q en p — q):
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Un corolario del teorema de Baire (repaso)

Si Y es un espacio métrico completo no vacio, entonces Y no es magro.

Esto significa que

MEken e (@) |Y=JE: A VkeN int(cl(Ep) =10
keN
Otra forma equivalente (transformamos p A'q en p — q):

WBkew € @) (Y= E| = (FkeN in(cl(Ey) #0).
keN
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Transformaciones lineales y operaciones con conjuntos

Suponemos que T: X — Y es una transformacién lineal.
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Transformaciones lineales y operaciones con conjuntos

Suponemos que T: X — Y es una transformacién lineal.

Ejercicio. Sean A C X, A € C. Mostrar que

TIAA] = ATT[A].
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Transformaciones lineales y operaciones con conjunto

Suponemos que T: X — Y es una transformacién lineal.

Ejercicio. Sean A C X, A € C. Mostrar que
T[AA] = AT[A].
Ejercicio. Sean A C X, b € X. Mostrar que

T[b + A] = T(b) + T[A].
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Transformaciones lineales y operaciones con conjunto

Suponemos que T: X — Y es una transformacién lineal.

Ejercicio. Sean A C X, A € C. Mostrar que
T[AA] = AT[A].
Ejercicio. Sean A C X, b € X. Mostrar que
Th+ Al =T(b) + T[A].
Ejercicio. Sean P, C X. Mostrar que

T[P + Q] = T[P] + T[Q).
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Bolas en espacios normados y conjuntos abiertos (répa

Dado un espacio normado X, denotemos por Bx la bola unitaria abierta en X:

Bx = Bx(OX,l) = {iL‘ € X: H.’L‘H < 1}.



Introduccién Herramientas auxiliares El teorema de Banach—Schauder Corolarios
0000 0O00@00000 00000000 000

Bolas en espacios normados y conjuntos abiertos (répa

Dado un espacio normado X, denotemos por Bx la bola unitaria abierta en X:
Bx = Bx(OX, 1) = {iL‘ € X: H.’L‘H < 1}.

Recordamos que
Bx(a, 7’) =a+ TB_)(.
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Bolas en espacios normados y conjuntos abiertos (rep

Dado un espacio normado X, denotemos por Bx la bola unitaria abierta en X:
Bx = Bx(OX, 1) = {iL‘ € X: H.’L‘H < 1}.

Recordamos que
Bx(a,r) = a+ rBx.

Criterio de conjunto abierto en X:

A€ty <—
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Bolas en espacios normados y conjuntos abiertos (rep

Dado un espacio normado X, denotemos por Bx la bola unitaria abierta en X:
Bx = Bx(OX, 1) = {iL‘ € X: H.’L‘H < 1}.

Recordamos que
Bx(a,r) = a+ rBx.

Criterio de conjunto abierto en X:

A€ty — Va € A Jr >0 a-+rBx C A.
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Funcién abierta

Sean X, Y espacios topologicos y sea f: X — Y.

Se dice que la funcién f es abierta si
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Funcién abierta

Sean X, Y espacios topologicos y sea f: X — Y.

Se dice que la funcién f es abierta si

VA € tx f[A] € Ty.
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Funcién abierta

Sean X, Y espacios topologicos y sea f: X — Y.

Se dice que la funcién f es abierta si

VA € tx f[A] € Ty.

Ejercicio. Sea T' € B(X,Y') una funcién abierta.
Mostrar que existe > 0 tal que By C T'[rBx].
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Lema sobre una funcion abierta

Sean X, Y espacios normados y sea T' € B(X,Y).
Supongamos que existe r > 0 tal que By C T[rBx].

Entonces T es abierta.
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Lema sobre una funcion abierta

Sean X, Y espacios normados y sea T' € B(X,Y).
Supongamos que existe r > 0 tal que By C T[rBx].

Entonces T es abierta.

Demostracion.
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Lema sobre una funcion abierta

Sean X, Y espacios normados y sea T' € B(X,Y).
Supongamos que existe r > 0 tal que By C T[rBx].

Entonces T es abierta.

Demostracion.

Sea A € Tx.



Introduccién Herramientas auxiliares El teorema de Banach—Schauder Corolarios
0000 0O0000@000 00000000 000

Lema sobre una funcion abierta

Sean X, Y espacios normados y sea T' € B(X,Y).
Supongamos que existe r > 0 tal que By C T[rBx].

Entonces T es abierta.

Demostracién.
Sea A € Tx. Sea y € T[A].
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Lema sobre una funcion abierta

Sean X, Y espacios normados y sea T' € B(X,Y).
Supongamos que existe r > 0 tal que By C T[rBx].

Entonces T es abierta.

Demostracion.

Sea A € Tx. Sea y € T[A]. Elegimos x en A tal que y = T'z.
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Lema sobre una funcion abierta

Sean X, Y espacios normados y sea T' € B(X,Y).
Supongamos que existe r > 0 tal que By C T[rBx].

Entonces T' es abierta.

Demostracién.
Sea A € Tx. Sea y € T[A]. Elegimos x en A tal que y = T'z.

Como A es abierto, encontramos s > 0 tal que x + sBx C A.
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Lema sobre una funcion abierta

Sean X, Y espacios normados y sea T' € B(X,Y).
Supongamos que existe r > 0 tal que By C T[rBx].

Entonces T' es abierta.

Demostracion.
Sea A € Tx. Sea y € T[A]. Elegimos x en A tal que y = T'z.
Como A es abierto, encontramos s > 0 tal que x + sBx C A.

La suposicion By C T'[rBx] implica que ?By C T'[sBx].
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Lema sobre una funcion abierta

Sean X, Y espacios normados y sea T' € B(X,Y).
Supongamos que existe r > 0 tal que By C T[rBx].

Entonces T' es abierta.

Demostracion.
Sea A € Tx. Sea y € T[A]. Elegimos x en A tal que y = T'z.
Como A es abierto, encontramos s > 0 tal que x + sBx C A.

La suposicion By C T'[rBx] implica que ?By C T'[sBx]|. Luego

s
y+-By C
T
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Lema sobre una funcion abierta

Sean X, Y espacios normados y sea T' € B(X,Y).
Supongamos que existe r > 0 tal que By C T[rBx].

Entonces T' es abierta.

Demostracion.
Sea A € Tx. Sea y € T[A]. Elegimos x en A tal que y = T'z.
Como A es abierto, encontramos s > 0 tal que x + sBx C A.

La suposicion By C T'[rBx] implica que ?By C T'[sBx]|. Luego

s
y+;By C T(x)+T[sBx| =T[x+ sBx] C
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Lema sobre una funcion abierta

Sean X, Y espacios normados y sea T' € B(X,Y).
Supongamos que existe r > 0 tal que By C T[rBx].

Entonces T' es abierta.

Demostracion.
Sea A € Tx. Sea y € T[A]. Elegimos x en A tal que y = T'z.
Como A es abierto, encontramos s > 0 tal que x + sBx C A.

La suposicion By C T'[rBx] implica que ?By C T'[sBx]|. Luego

Y+ fo C T(z)+T[sBx] = T[z + sBx] C T[A].
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Lema sobre la cerradura multiplicada por un n

Sea Y un espacio normado complejo, sea P C Y y sea A € C. Entonces

cl(AP) = Acl(P).

Demostracion: ejercicio.
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Lema sobre la diferencia aritmética de las cerrs

Sea Y un espacio normado y sean P, () subconjuntos de Y. Entonces

cl(P) —cl(Q) C cl(P — Q).
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Lema sobre la diferencia aritmética de las cerrs

Sea Y un espacio normado y sean P, () subconjuntos de Y. Entonces

cl(P) —cl(Q) C cl(P — Q).

Este resultado se sigue de la continuidad de las operaciones lineales
y de la definicién de la topologia en ¥ x Y.

Sin embargo, veremos una demostracion mas elemental.
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Demostracién del lema: cl(P) — cl(@) C el(P— @)

Sea ¢ € cl(P) — cl(Q).
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Demostracion del lema: cl(P) — el(@) C el(P— @)

Sea ¢ € cl(P) — cl(Q).
Encontramos a € cl(P), b € cl(Q), tales que ¢ = a — b.
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Demostracién del lema: cl(P) — cl(@) C el(P— @)

Sea ¢ € cl(P) — cl(Q).
Encontramos a € cl(P), b € cl(Q), tales que ¢ = a — b.
Encontramos (pi)ren € PNy (qr)ren € QN tales que

lim pg = a, lim ¢ = b.
k—oo k—o00
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Demostracion del lema: cl(P) — el(@) C el(P— @)

Sea ¢ € cl(P) — cl(Q).
Encontramos a € cl(P), b € cl(Q), tales que ¢ = a — b.
Encontramos (pi)ren € PNy (qr)ren € QN tales que

lim pg = a, lim ¢ = b.
k—oo k—o00

Entonces para cada k tenemos que pr — qr € P — Q,
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Demostracion del lema: cl(P) — el(@) C el(P— @)

Sea ¢ € cl(P) — cl(Q).
Encontramos a € cl(P), b € cl(Q), tales que ¢ = a — b.
Encontramos (pi)ren € PNy (qr)ren € QN tales que
lim pg = a, lim ¢ = b.
k—o00

k—o0

Entonces para cada k tenemos que pr — qr € P — Q,

(o — q) — (@ = b)|| < |lpk — all + |lgx — |
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Demostracién del lema: cl(P) — cl(@) C el(P— @)

Sea ¢ € cl(P) — cl(Q).

Encontramos a € cl(P), b € cl(Q), tales que ¢ = a — b.

Encontramos (pi)ren € PNy (qr)ren € QN tales que
fmpe=a Jim g

Entonces para cada k tenemos que pr — qr € P — Q,
[(px — qr) — (a = b)|| < llpr —all + [lax — 0.

Luego lim (px —qx) =a—b=c,
k—o0
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Demostracién del lema: cl(P) — cl(@) C el(P— @)

Sea ¢ € cl(P) — cl(Q).

Encontramos a € cl(P), b € cl(Q), tales que ¢ = a — b.

Encontramos (pi)ren € PNy (qr)ren € QN tales que
fmpe=a Jim g

Entonces para cada k tenemos que pr — qr € P — Q,
[(px — qr) — (a = b)|| < llpr —all + [lax — 0.

Luego klim (pk —qr) =a—b=c, asi que c € cl(P — Q).
—00
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El teorema de la transformacion lineal abierta

Sean X, Y espacios de Banach y sea T' € B(X,Y) tal que T[X] =Y.

Entonces la funcién T es abierta.
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El teorema de la transformacion lineal abierta

Sean X, Y espacios de Banach y sea T' € B(X,Y) tal que T[X] =Y.

Entonces la funcién T es abierta.

Plan de la demostracién:
1. 3k eN int(cl(T[kBx])) # 0.
2.3dR>0 By C cl(T[RBx]).
3. IR >0 By C T[2RBx].
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Inicio de la demostracion

Obviamente,

X = |J (kBx).
keN
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Inicio de la demostracion

Obviamente,

X = |J (kBx).
keN

Usamos la suposiciéon que T es sobre:

Y =T[X] = | T[kBx].
keN
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Inicio de la demostracion

Obviamente,

X = |J (kBx).
keN

Usamos la suposiciéon que T es sobre:

Y =T[X] = | T[kBx].
keN

Por el teorema de Baire, el espacio Y no es magro.
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Inicio de la demostracion

Obviamente,

X = |J (kBx).
keN

Usamos la suposiciéon que T es sobre:

Y =T[X] = | T[kBx].
keN

Por el teorema de Baire, el espacio Y no es magro.

Luego existe un k£ en N tal que
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Inicio de la demostracion

Obviamente,

X = |J (kBx).
keN

Usamos la suposiciéon que T es sobre:

Y =T[X] = | T[kBx].
keN

Por el teorema de Baire, el espacio Y no es magro.

Luego existe un k£ en N tal que

int(cl(T[kBx])) # 0.
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Segunda etapa

Hemos mostrado que
int(cl(T[kBx])) # 0.



Introduccién Herramientas auxiliares El teorema de Banach—Schauder Corolarios
0000 000000000 000@0000 000

Segunda etapa

Hemos mostrado que

int (cl(T[kBx])) % 0.

Elegimos w € Y, r > 0 tales que w + rBy C cl(T[kBx]).
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Segunda etapa

Hemos mostrado que

int (cl(T[kBx])) % 0.

Elegimos w € Y, r > 0 tales que w + rBy C cl(T'[kBx]). Luego
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Segunda etapa

Hemos mostrado que

int (cl(T[kBx])) % 0.

Elegimos w € Y, r > 0 tales que w + rBy C cl(T'[kBx]). Luego

rBy
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Segunda etapa

Hemos mostrado que

int (cl(T[kBx])) % 0.

Elegimos w € Y, r > 0 tales que w + rBy C cl(T'[kBx]). Luego

rBy =



Introduccién Herramientas auxiliares El teorema de Banach—Schauder Corolarios
0000 000000000 000@0000 000

Segunda etapa

Hemos mostrado que

int (cl(T[kBx])) % 0.

Elegimos w € Y, r > 0 tales que w + rBy C cl(T'[kBx]). Luego

rBy = (w —f-’l“By) —w
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Segunda etapa

Hemos mostrado que

int (cl(T[kBx])) % 0.

Elegimos w € Y, r > 0 tales que w + rBy C cl(T'[kBx]). Luego

’I“By:(’w—f-’l“By)—’wg
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Segunda etapa

Hemos mostrado que

int (cl(T[kBx])) % 0.

Elegimos w € Y, r > 0 tales que w + rBy C cl(T'[kBx]). Luego

rBy = (w+rBy) —w C (w+rBy) — (w+ rBy)
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Segunda etapa

Hemos mostrado que

int (cl(T[kBx])) % 0.

Elegimos w € Y, r > 0 tales que w + rBy C cl(T'[kBx]). Luego

rBy = (w+rBy) —w C (w+rBy) — (w+ rBy)

c
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Segunda etapa

Hemos mostrado que

int (cl(T[kBx])) % 0.

Elegimos w € Y, r > 0 tales que w + rBy C cl(T'[kBx]). Luego

rBy = (w+rBy) —w C (w+rBy) — (w+ rBy)

C cl(T[kBx]) — cl(T[kBx])
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Segunda etapa

Hemos mostrado que

int(cl(T[kBx])) # 0.

Elegimos w € Y, r > 0 tales que w + rBy C cl(T'[kBx]). Luego

rBy = (w+rBy) —w C (w+rBy) — (w+ rBy)

C c(T[kBx]) — cl(T[kBx]) €
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Segunda etapa

Hemos mostrado que

int (cl(T[kBx])) % 0.

Elegimos w € Y, r > 0 tales que w + rBy C cl(T'[kBx]). Luego

rBy = (w+rBy) —w C (w+rBy) — (w+ rBy)

C c|(T[kBx]) — cl(T[kBx]) € c|(T[kBx] — T[kBx])
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Segunda etapa

Hemos mostrado que
int(cl(T[kBx])) # 0.

Elegimos w € Y, r > 0 tales que w + rBy C cl(T'[kBx]). Luego

rBy = (w+rBy) —w C (w+rBy) — (w+ rBy)

C c|(T[kBx]) — cl(T[kBx]) € c|(T[kBx] — T[kBx])
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Segunda etapa

Hemos mostrado que
int(cl(T[kBx])) # 0.

Elegimos w € Y, r > 0 tales que w + rBy C cl(T'[kBx]). Luego

rBy = (w+rBy) —w C (w+rBy) — (w+ rBy)
C c|(T[kBx]) — cl(T[kBx]) € c|(T[kBx] — T[kBx])

= ol(T[kBx — kBx))
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Segunda etapa

Hemos mostrado que
int(cl(T[kBx])) # 0.

Elegimos w € Y, r > 0 tales que w + rBy C cl(T'[kBx]). Luego

rBy = (w+rBy) —w C (w+rBy) — (w+ rBy)
C c|(T[kBx]) — cl(T[kBx]) € c|(T[kBx] — T[kBx])

= ol(T[kBx — kBx]) =
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Segunda etapa

Hemos mostrado que
int(cl(T[kBx])) # 0.

Elegimos w € Y, r > 0 tales que w + rBy C cl(T'[kBx]). Luego

rBy = (w+rBy) —w C (w+rBy) — (w+ rBy)
C c|(T[kBx]) — cl(T[kBx]) € c|(T[kBx] — T[kBx])

= o(T[kBx — kBx]) = cl(T[2kBx]).

Pongamos R = 2k/r.
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Segunda etapa

Hemos mostrado que
int(cl(T[kBx])) # 0.

Elegimos w € Y, r > 0 tales que w + rBy C cl(T'[kBx]). Luego

’I“By = (w —f-’l“By) —w C (w + T‘By) — (w + TBy)
C c|(T[kBx]) — cl(T[kBx]) € c|(T[kBx] — T[kBx])

= o(T[kBx — kBx]) = cl(T[2kBx]).

Pongamos R = 2k/r. Entonces By C cl(T[RBx]).
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Segunda etapa: el resultado obtenido en una forma mas

Hemos mostrado que By C cl(T[RBx]).
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Segunda etapa: el resultado obtenido en una forma ma

Hemos mostrado que By C cl(T[RBx]).

Esto implica que cl(By) C cl(T[RBx]).
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Segunda etapa: el resultado obtenido en una forma ma

Hemos mostrado que By C cl(T[RBx]).
Esto implica que cl(By) C cl(T[RBx]).

Dado z en Y, tenemos

z € ||z|| cl(By)
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Segunda etapa: el resultado obtenido en una forma ma

Hemos mostrado que By C cl(T[RBx]).
Esto implica que cl(By) C cl(T[RBx]).

Dado z en Y, tenemos

z € ||z||cl(By) C
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Segunda etapa: el resultado obtenido en una forma ma

Hemos mostrado que By C cl(T[RBx]).
Esto implica que cl(By) C cl(T[RBx]).

Dado z en Y, tenemos

z € ||zl l(By) C |[z]| (T[RBx])
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Segunda etapa: el resultado obtenido en una forma ma

Hemos mostrado que By C cl(T[RBx]).
Esto implica que cl(By) C cl(T[RBx]).

Dado z en Y, tenemos

z € |lz] cl(By) C [|z]| NT[RBx]) =
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Segunda etapa: el resultado obtenido en una forma me

Hemos mostrado que By C cl(T[RBx]).
Esto implica que cl(By) C cl(T[RBx]).

Dado z en Y, tenemos

z € ||zl cl(By) C |[z]| (T[RBx]) = cl(T[R]|z]| Bx])-
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Segunda etapa: el resultado obtenido en una forma me

Hemos mostrado que By C cl(T[RBx]).
Esto implica que cl(By) C cl(T[RBx]).

Dado z en Y, tenemos
z € ||z] l(By) < [|z]| NT[RBx]) = cl(T[R ||z[| Bx])-
Esto implica que

VzeY Ve >0 Jz € (R||z|ly) Bx Tz — 2|y <e.
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Tercera etapa: jqué vamos a construir?

Hemos mostrado que

Vz2eY Ve>0 Jre(R|zy)Bx Tz —z|y <e. (1)
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Tercera etapa: jqué vamos a construir?

Hemos mostrado que
VzeY Ve > 0 Jz € (R||z|ly) Bx Tz — z|ly <e. (1)

Sea y € By.
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Tercera etapa: jqué vamos a construir?

Hemos mostrado que
VzeY Ve >0 Jz € (R||z|ly) Bx Tz — z|ly <e. (1)
Sea y € By. Vamos a construir una sucesion (xy)ren en X tal que para cada k,

R k 1
loulx < o, Ju- T<z xj> <L
j=1

Y
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Tercera etapa: jqué vamos a construir?

Hemos mostrado que
VzeY Ve >0 Jz € (R||z|ly) Bx Tz — z|ly <e. (1)
Sea y € By. Vamos a construir una sucesion (xy)ren en X tal que para cada k,

R k 1
loulx < o, Ju- T<z xj> <L
j=1

Y

Primer paso. Aplicando (1) con z =y, € = 1/2 encontramos x; € RBx tal que

T (x1) —ylly <1/2.
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Tercera etapa, construccion de la sucesion

VzeY Ve >0 Jz € (R||z|ly) Bx Tz — 2|y <e. (1)
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Tercera etapa, construccion de la sucesion

VzeY Ve >0 Jz € (R||z|ly) Bx Tz — 2|y <e. (1)

Supongamos que xj, satisface

R b 1
||$kHX < ok—1" Y =T (Zx3> < 2_k
Y

=1
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Tercera etapa, construccion de la sucesion

VzeY Ve >0 Jz € (R||z|ly) Bx Tz — 2|y <e. (1)

Supongamos que xj, satisface

1

R k
Jj=1 Y

Aplicando (1) con z=y—-T (Z§:1 :cj), e =1/2F1  elegimos x;, 1 tal que

lzrsallx < o5 y—T{> < o1
Jj=1 Y
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Tercera etapa, final: By C T[2RBx]|

Dado y € By, hemos construido (zj)reny € X" tal que para cada k en N,
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Tercera etapa, final: By C T[2RBx]|

Dado y € By, hemos construido (zj)reny € X" tal que para cada k en N,

R
lzellx < oE—T°
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Tercera etapa, final: By C T[2RBx]|

Dado y € By, hemos construido (zj)reny € X" tal que para cada k en N,

R k 1
o < gt Jr-7(Le)| <
j:l Y
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Tercera etapa, final: By C T[2RBx]|

Dado y € By, hemos construido (zj)reny € X" tal que para cada k en N,

R k 1
o < gt Jr-7(Le)| <
j:l Y

o
Como X es completo, la serie Z xj converge en X.
k=1
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Tercera etapa, final: By C T[2RBx]|

Dado y € By, hemos construido (zj)reny € X" tal que para cada k en N,

R i 1
kaHX < ok—1" y_T Zx] < 2_k:
j:l Y
o
Como X es completo, la serie Z xj converge en X.
k=1

u = Z:Uk

keN
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Tercera etapa, final: By C T[2RBx]|

Dado y € By, hemos construido (zj)reny € X" tal que para cada k en N,

R i 1
kaHX < ok—1" y_T Zx] < 2_k:
j:l Y
o
Como X es completo, la serie Z xj converge en X.
k=1

u = Z:Uk

keN

Entonces |ullx < 2R, Tu=y.
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Tercera etapa, final: By C T[2RBx]|

Dado y € By, hemos construido (zj)reny € X" tal que para cada k en N,

R i 1
kaHX < ok—1" y_T Zx] < 2_k:
j:l Y
o
Como X es completo, la serie Z xj converge en X.
k=1

u = Z:Uk

keN

Entonces |lu|lx <2R, Tu=y. Porlotanto, ye€ T[2RBx].
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Corolario sobre transformaciones lineales conti

Sean X, Y espacios de Banach y sea T' € B(X,Y) tal que T es biyectiva.

Entonces su inversa es continua.
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Corolario sobre transformaciones lineales conti

Sean X, Y espacios de Banach y sea T' € B(X,Y) tal que T es biyectiva.

Entonces su inversa es continua.

Demostracion.
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Corolario sobre transformaciones lineales conti

Sean X, Y espacios de Banach y sea T' € B(X,Y) tal que T es biyectiva.

Entonces su inversa es continua.

Demostracion.

Como T es biyectiva, existe una tnica funcién 77!, inversa a 7.
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Corolario sobre transformaciones lineales conti

Sean X, Y espacios de Banach y sea T' € B(X,Y) tal que T es biyectiva.

Entonces su inversa es continua.

Demostracion.
Como T es biyectiva, existe una tnica funcién 77!, inversa a 7.

Es facil ver que T~! es lineal.
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Corolario sobre transformaciones lineales conti

Sean X, Y espacios de Banach y sea T' € B(X,Y) tal que T es biyectiva.

Entonces su inversa es continua.

Demostracién.
Como T es biyectiva, existe una tnica funcién 77!, inversa a 7.
Es facil ver que T~! es lineal.

Por el teorema de la funcién abierta, T es abierta.
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Corolario sobre transformaciones lineales conti

Sean X, Y espacios de Banach y sea T' € B(X,Y) tal que T es biyectiva.

Entonces su inversa es continua.

Demostracion.

Como T es biyectiva, existe una tnica funcién 77!, inversa a 7.
Es facil ver que T~! es lineal.

Por el teorema de la funcién abierta, T es abierta.

Luego para cada conjunto A abierto en X, el conjunto 7T'[A] es abierto en Y.
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Corolario sobre transformaciones lineales conti

Sean X, Y espacios de Banach y sea T' € B(X,Y) tal que T es biyectiva.

Entonces su inversa es continua.

Demostracion.

Como T es biyectiva, existe una tnica funcién 77!, inversa a 7.

Es facil ver que T~! es lineal.

Por el teorema de la funcién abierta, T es abierta.

Luego para cada conjunto A abierto en X, el conjunto 7T'[A] es abierto en Y.

Pero T[A] es la preimagen de A bajo T 1.
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Corolario sobre normas comparables en espaci

Sea X un espacio vectorial complejo y sean || - |1 y || - [|2 normas en X

tales que (X, || - |]1) v (X, ] - ||2) son espacios de Banach y

-l =20 [l

Entonces || - ||1 =< || - [
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Corolario sobre normas comparables en espac

Sea X un espacio vectorial complejo y sean || - |1 y || - [|2 normas en X

tales que (X, || - |]1) v (X, ] - ||2) son espacios de Banach y

-l =20 [l

Entonces || - [|1 < || - [

Idea de demostracién: considerar el operador identidad (X, || - ||2) — (X, ] - |l1)-
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