Integrales de funciones mondétonas
y teoremas del valor medio

1. Teorema (aproximacién de funciones decrecientes por funciones numerable-
mente escalonadas). Sea [ un intervalo de R y sea f: I — R una funcién decreciente
(no necesariamente estrictamente decreciente) en I. Sea v € N dado. Entonces existe una
funcion “numerablemente escalonada”

Y= Z Ci X Jys

keZ
donde {Ji }rez es una sucesién de intervalos disjuntos a pares cuya reunién es I, tal que:
i) La restriccién ¢|; es decreciente en I.
ii) Ve e I 0< fz) —p(z) < L.

iii) ¢ >0si f>0.

k k+1 k
Demostracion. Jy, :=qxe€l: — < f(z) < i }, Cp = —.
v v

x) = v ’ O
o) {0, v ¢ L.

En otras palabras,

2. Corolario (aproximacién de funciones decrecientes en un intervalo compacto
por funciones escalonadas). Sea I = [a,b] un invervalo compacto de Ry f: I — R
una funcién decreciente en I. Entonces para todo n € N existe una funcion escalonada
v: R — R, nula fuera de I tal que:

i) La restriccién ¢|; es decreciente en I.
i) Ve e I 0< f(z) —p(z) < i
iii) ¢ > 0si f > 0.

3. Teorema (funciones mondétonas son medibles).
Sean [ un intervalo de Ry f: I — R una funcién monétona en I. Entonces:

= f es medible en [;

= f es integrable en todo subintervalo compacto de I.
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4. Teorema del valor medio para una funcion decreciente.
Sea g: [a,b] — C una funcién integrable en [a, b].

Sea f: [a,b] — R una funcién decreciente, no negativa en [a, b].
Entonces la funcién fg: [a,b] — C es integrable en [a, b] y se tiene:

T

jﬂw%mmzfmme/g.

a<x<b
a

En el caso particular cuando g: [a,b] — R:

b

£
3¢ € [a,b] tal que /f(x)g(x)dm = f(a)/g(x)dx.

a

T

Idea de la demostracion. G(z) = /g, K = glafb’G(I)’
Si f es escalonada y tiene valor ¢ en (ax_1,ay), entonces

-1

b m
/fg =Y dp(Glar) = Glag-1)) = dnGlam) + Y (dy = di1)Glar).

1

3

B
Il

De alli salen las estimaciones requeridas. En el caso general, aproximar f por una funcion
escalonada. O

5. Segundo teorema del valor medio de O. Bonnet.
Sea g: [a,b] — C una funcién integrable en [a, b].
Sea f: [a,b] — R una funcién mondtona en [a, b].

Entonces
X

/fggUAwHau@Dma /g.

a<x<b
a

Sig: [a,b] — R, existe £ € [a, b] tal que:

3

jfm=ﬂ®/9+ﬂ®ja
a ¢

a

Idea de la demostracion. Si f es decreciente, aplicar el teorema anterior a las funciones g

y f— f(). O
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