Limites de aplicaciones en espacios métricos
y limites de sucesiones

Objetivo: Repasar la relacion entre los limites de aplicaciones en espacios métricos y los
limites de sucesiones.

Limites de aplicaciones en espacios métricos

Definicién (e-vecindad de un punto). Sean X un espacio métrico, o € X, § > 0. El
conjunto

U(xg,0) :={x € X:d(x,z0) <0}
se llama d-vecindad del punto xg.

Definicién (base de vecindades de un punto en un espacio métrico). Sean X un
espacio métrico, o € X. El conjunto

Uy, = {U(x0,0): § > 0}
se llama base canonica de vecindades del punto xo en el espacio métrico X.

Definicién (clausura de un conjunto en un espacio métrico). Sean X un espacio
métrico, A C X. La clausura (cerradura) de A consiste en todos los puntos = € X tales

que U N A # 0 para todo U € U,:
clos(A) ={r e X:VU e U, UNA=#0}.
Definicién (limite de una aplicacién en un punto). Sean X,Y espacios métricos,
f: Def(f) — Y, donde Def(f) C X. Sean xy € clos(Def(f)) y yo € Y. La aplicacién f
tiene limite yo en el punto zo (notacién: lim f(x) = yo, f(z) — yo cuando z — xg), si
T—T(
Ve >0 356> 0 Vo € Def(f) NU(zo,9) f(z) € U(yo,e).
En el lenguaje de vecindades:

vV e Uy, U € U, Vo € Def(f)NU f(z) e V.

Nota (definicién de limite con vecindades punzadas). En la definicién del limite,
algunos autores usan vecindades punzadas:

YV e Uy, U € U, Vo € Def(f)NU\ {zo} flz) e V.
Nosotros vamos a usar la primera definicién del limite (vecindad no punzada).

Definicién (continuidad de una aplicacién en un punto). Sean X, Y espacios métri-
cos, f: X — Y una aplicacion, xqg € X. Se dice que f es continua en el punto xg, si
f(z) — f(xo) cuando x — xq.

Definicién (limite de una sucesién). Sea X un espacio métrico, g € X un punto en
X, {z,} una sucesién en X. Se dice que z,, tiene el limite xy cuando n — oo si

YU eU(z,) 3INEN VYn>N  z,€U.
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Conjuntos RU {—oc0,+o0} y RU {oco}
como espacios métricos

1. Definamos el mapeo ®: R U {—o0, +oo} — {(u,v) € R?: v? + (v — 1)* = 1} por la
siguiente regla:

= O(+o0) = (1,1), B(—00) = (—1,1);

» para x € R, () es el punto de la interseccion de la recta, que pasa por los puntos
(0,1) y (z,0), con la circunferencia u? + (v — 1)? = 1.

Calcular las coordenadas u,v del punto ®(z) para x € R.

Definicién (métrica en [—oo,+o0]). Definamos la métrica d; en [—oo,+oo] por la
férmula:

dl(l’l, l’g) = d(@([)ﬁl), Cb(l’g)) \V/Z)ﬁ, r9 € R.
2. Calcular d(®(x;), ®(x2)) para x1, x5 € R.
Calcular d(®(z), (1,1)) para z € R.
Calcular d(®(x),(—1,1)) para x € R.
3. Sea {x,} una sucesién en R, a € [—00, +00]. Entonces:

Ty — Q = d(xp,a) — 0.

4. Tarea creativa. Hallar una férmula directa para d;(z1, z5). Considerar varios casos:
ambos puntos son infinitos, uno de los puntos es infinito, ambos puntos son finitos. En el
ultimo caso la féormula para do(z1,x2) debe tener la forma

dy(w1,22) = |71 — 22]g(21, T2),

donde ¢ es una funcién continua.
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5. Definir el mapeo W, usando el siguiente dibujo:

(0,1) = ¥(o0)

(z,0)

Definicién (métrica en RU{oco}). Definamos la métrica dy en RU{oo} por la férmula:
dy(x1,29) = d(V(z1), V(22)) (x1,22 € RU {00}).

6. Tarea creativa. Hallar una férmula directa para dy(z1, x2). Considerar dos casos: uno
de los puntos es infinito; ambos puntos son finitos. En el ltimo caso la féormula para
dy(x1, z2) debe tener la forma

d2($1,1’2) = \351 - 952’9(351,352),
donde ¢ es una funcién continua.
7. Sea z,, una sucesion en R, a € RU {oco}. Entonces:
Ty — Q = d(x,,a) — 0.

Nota. En particular, el conjunto NU {oc} se puede considerar como un espacio métrico.
Esto significa que la convergencia de sucesiones es un caso particular de la convergencia
de funciones en espacios métricos.

Y al revés, como muestra el siguiente teorema (el criterio de Heine), los limites de
aplicaciones en espacios métricos se pueden reducir a los limites de sucesiones.
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Criterio de limite en espacios métricos
en términos de sucesiones

8. Teorema (criterio de Heine). Sean X,Y espacios métricos, f: Def(f) — Y una
aplicacion, donde Def(f) C X. Sean xy € clos(Def(f)) y yo € Y. Entonces las siguientes
condiciones son equivalentes:

(a) f(x) — yo cuando x — xo;

(b) para toda sucesién {z,,} C Def(f) convergente a z la sucesién f(z,) converge a yq.

Demostracion. La implicacién (a)=-(b) es simple (tarea). Para (b)=-(a), usamos una de-
mostracion por contradicciéon (demostracién a la inversa).
Supongamos que f(x) 4 yo cuando x — x¢:

>0 Vi>0 dx € Def(f) N U(xo,0) f(z) ¢ Ulyo,e).
Para § = 1/n, n € N, eligimos z,, € Def(f) N U(xzo,1/n) tales que f(z,) ¢ U(yo,€). Ya

que z,, € U(xy,1/n), tenemos que z, — x,. Ahora la condicién (a) tenemos f(x,) — vo.
Existe N € N tal que para todo n > N se tiene f(x,) € U(yo,¢). Contradiccién. O
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