Ncleos

Objetivos. Definir el concepto de nicleos, conocidos también como funciones positiva-
mente definidas en el sentido no estricto. Demostrar el criterio en términos de determi-
nantes (el criterio de Sylvester para nicleos), la propiedad hermitica y la desigualdad de
Schwarz para nticleos.

Prerrequisitos. Matrices positivas, el criterio de Sylvester para matrices positivas.

1 Definicién (nicleo). Sea X un conjunto. Una funcién K: X? — C se llama nicleo si
para cada m, cualesquiera x1,...,x,, en X y cualesquiera \y,...,\,, en C,

m

> N A K (@, 1) >0,

r,s=1

Identificamos la funcién K de clase CX* con la familia de funciones (K,)zex de clase C¥,
poniendo

K.(y) = K(y,z).

Consideramos el conjunto de funciones CX como espacio vectorial complejo, con opera-
ciones naturales (punto a punto).

2 Definicién. Sean K: X? — C,m € N, z1,...,2,, € X. Denotamos por G (z1, ..., Tm)
la siguiente matriz:

m

GK<J,’1, c ,ZL’m> = [K(Im xs)}:?szl = [Krg (Ir)}

rs=1"

La matriz Gg(xy,...,2,) se conoce como la matriz de Gram asociada a la funcién K
y los puntos xy,...,x,,. Estas matrices aparecen en trabajos de Mercer, Moore, y otros
matematicos.

3 Proposicién (repaso: criterio de matrices positivas). Sea A € M,,(C). Entonces las
siguientes condiciones son equivalentes.

(a) Existe B en M,,(C) tal que A = B*B.

(b) A* = A y Sp(A) C [0,+00).
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(¢) La forma cuadrdtica qa es positiva, esto es, (A, &) > 0 para cada & en C".

(d) A* = A y para cada J C {1,...,m}, det(A7) > 0.

Usamos la notacion A > 0, cuando la matriz A cumple con alguna condicién de la Propo-
sicién 3. La equivalencia de las condiciones (c¢) y (d) en la Proposicién 3 se conoce como
el criterio de Sylvester.

4 Proposicién (criterio de nicleo en términos de matrices positivas). Sea K: X? — C.
Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) K es un nicleo;
(b) para cada m en N y cada xy,...,x, en X, Gg(x1,...,2,) > 0.

Demostracion. Dados men Ny xq,...,x,,, consideremos la forma cuadratica g: C™ — C
asociada a la matriz Gg(x1,...,Ty):

q(&) = (Gg(x1,...,20)E &) = Gr(x, ..., Tm)E.

En términos de las componentes de A,

q(f) = Z_T (GK<x1a e 7xm) f)r = ZZE&S(GK@'M e 7$m))ns

r=1 r=1 s=1
La ultima suma doble coincide con la expresion escrita en la Definicion 1. La condicion
q > 0 significa que Gk (x1,...,z,) > 0. ]

5 Proposicién (la propiedad hermitica para ntcleos). Sea K: X2 — C un nicleo. En-
tonces para cada x,y en X se tiene

K(y,x) = K(z,y).
Demostracion. Consideremos la matriz

Gl ) = |Ky0) Ky M)

Por la Proposicién 4, la matriz G (z,y) es positiva. Luego, del criterio de matrices posi-
tivas, se sigue que G (z,y) es autoadjunta. Por lo tanto, K(y,z) = K(z,y). O
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6 Proposicién (criterio de Sylvester para nicleos). Sea K: X% — C. Supongamos que
K(y,z) = K(z,y) para cada x,y en X. Entonces las siguientes condiciones son equiva-
lentes:

(a) K es un nicleo;

(b) para cada m en N y cada x1,..., 2, en X,

det(Gg(z1,...,2m)) > 0.

Demostracion. Sea K un nucleo y sean xy,...,x,, € X. Entonces Gg(x1,...,2,) > 0.
Por el criterio de Sylvester, esto implica que det(Gg(x1,...,2Zy)) > 0.

Supongamos que se cumple la condicién (b). Sean m € N, xy,...,x, € X. Pongamos
A= Gg(xy,...,xy). Tenemos que trabajar con los “menores principales” de la matriz A,
en el sentido general. Dado un subconjunto J = {ji,...,j,} de {1,...,m}, consideramos

la submatriz de la matriz A ubicada en los renglones y las columnas del conjunto J:

A7 = [A;5.])

r,s=1"

Observamos que
A§ - [K(mjr’ ij)]f,szl - GK(le? s 7xjp)'

Aplicamos la condicién (b) con los puntos z;,,...,z; y concluimos que det(A7) > 0. El
subconjunto J de {1, ..., m} es general. Debido al criterio de Sylvester, hemos demostrado
que A > 0. O]

7 Proposicién (la desigualdad de Schwarz para los nicleos). Sea K: X? — C un nicleo
y sean x,y € X. Entonces

K (x,y)]* < K(z,2)K(y,y). (2)

Demostracion. Igual que en la demostracion de la Proposiciéon 5, consideremos la ma-
triz (1). Por la Proposicién 6, tenemos que det(G(z,y)) > 0, esto es,

K(z,2)K(y,y) — |K(z,y)]* > 0. O
Idea de seqgunda demostracion. Se puede razonar similar a la demostracion de la desigual-
dad de Schwarz para los semi-productos internos, aplicando la definicién del nticleo con

escalares &1, & apropiados. O

En el caso real no hay andlogo de la Proposicién 5, y hay que pedir de manera explicita
la propiedad simétrica en la definicién del ntcleo.

Una funcién K: X? — R se llama simétrica, si para cada x,y en X se cumple la igualdad
K(y, z) = K(z,y).
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8 Definicién (niicleo real). Sea X un conjunto. Una funcién K: X? — R se llama

nicleo real si K es simétrica y para cada m, cualesquiera x4, ..., z,, en X y cualesquiera
ALy ooy Ay en R

> A A K (@, 1) >0,

r,s=1

Para los ntcleos reales se tienen analogos de las Proposiciones 4, 6 y 7, pero en todos
lados hay que suponer desde el principio que K sea simétrica.
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