Propiedades elementales de la integral
de funciones simples positivas medibles

Objetivos. Estudiar propiedades elementales de la integral de Lebesgue de funciones
simples positivas medibles.

Requisitos. Definicion de la integral de Lebesgue de funciones simples medibles positivas.

En todo este tema suponemos que (X, JF, ) es un espacio de medida. En estos apuntes
denotamos [0, +00) por R..

Recordemos las férmulas que demostramos en el tema anterior.

1 Proposicién (la integral de una funcién simple medible positiva dada por su repre-
sentacién generalizada, repaso). Sea f € SM(X,F,Ry) una funcion simple medible dada
por su representacion canonica o generalizada:

=Y vilp. (1)
j=1

Aqui suponemos que vy, ..., 0, € Ry y Qq,...,Qn € F son algunos conjuntos disjuntos
a pares cuya union es igual a X . Entonces,

[ ran=>"uu(r). 2)

2 Proposicién (férmula para la integral sobre un conjunto). Sea f € SM(X,F,R,) y
sea A € F. Supongamos que f tiene la siguiente representacion canonica o generalizada:

Entonces,
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3 Proposicién. Sea f € SM(X,F, R,) y sea A € F. Entonces,

A/fduzo-
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4 Proposicién (la integral de una funcién simple medible positiva sobre un conjunto de
medida cero). Sea f € SM(X,F,R,) y sea A € F tal que pu(A) = 0. Entonces,

A/fdu:o.

5 Proposicién (la integral sobre un conjunto donde la funcién es constante, el caso de
una funcién simple positiva). Sean f € SM(X,F,Ry), w € Ry y A € F tales que

flz)=w Vo € A.

Entonces,

[ Fan=wnia).

6 Proposicién (la integral de una funcién simple que se anula en el conjunto de la
integracién). Sea f € SM(X,F,R,) ysea A€ F. Si f(x) =0 para todo x en A, entonces

A/fd,uzO.

7 Ejercicio. Sea f € SM(X,F,R,) y sea A € F. Encuentre una condicién necesaria y

suficiente para que
/ fdu=0.

A

La medida definida como la integral de una funcién simple me-
dible positiva sobre el conjunto de integracion variable

8 Proposicién (sobre la medida definida como la integral de una funcién simple medible
positiva sobre el conjunto de integracién variable). Sea f € SM(X,F,Ry). Definimos
0: F — [0, +00] mediante la siguiente regla:

p(A)= [ fdup  (A€T).
/

Entonces, ¢ es una medida.

Demostracion. Como un caso particular de la Proposicién 4, obtenemos que ¢(@) = 0.

Demostremos que ¢ es o-aditiva. Supongamos que f tiene representacion generaliza-
da (1). Sea (A,),ey una sucesién en JF tal que sus elementos son disjuntos a pares, y sea
B = J,en Ar- Notemos que para cada j en N, (A, N Pj),cn es una particién generalizada
de BN P;. Por lo tanto,

WBNP) =Y puANPF).
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Ahora es facil trabajar con las integrales:

(e}

o(B) = /fd,u levjuBﬂP :;vj;,u(/lrﬂ]?j)

B

=> > unlANE) Z p=Y_ (4. O

r=1 j=1 = r=1

9 Corolario (monotonia de la integral de una funcién simple positiva respecto al conjunto
de integracién). Sea f € SM(X,F,R,) y sean A, B € F tales que A C B. Entonces,

A/fduSB/fdu-

Demostracion. Usamos la medida ¢ de la Proposicién 8. Como ¢ tiene propiedad crecien-
te, p(A) < ¢(B). O

Propiedades aritméticas de la integral de funciones simples me-
dibles positivas

Por simplicidad, en las siguientes proposiciones integramos sobre X . Es facil generalizar
estos resultados a las integrales sobre un conjunto general A tal que A € F.

10 Proposicién (propiedad homogénea de la integral, el caso de una funcién simple
positiva). Sea f € SM(X,F,Ry) y sea ¢ € R,. Entonces,

/cfd,u:cx/fdu.

X

Demostracion. Ejercicio. Encontrar una representacion generalizada de cf. O

11 Proposicién (la integral de la suma de funciones simples positivas). Sean f,g €

SM(X,F,Ry). Entonces,
Je+odu= [raus [ rau

X X X

Idea de demostracion. Si f y g tienen representaciones candnicas

F=> apla, 9= Bils,
p=1 q=1

entonces una representacion generalizada de f + g es

f+g= ZZ(O@ + By)La,n,-

p=1 ¢g=1
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Gracias a la Proposicién 1, podemos usar esta representacién para escribir la integral
f + g. Para completar la demostracién, demuestre que para cada p en {1,...,m} la
familia (A, N B,)p_; es una particion generalizada de A,, para cada ¢ € {1,...,n} la
familia (A, N B,);., es una particién generalizada de By, y simplifique la suma

m n

[ +9)au= "> (e, + A4, 0 B 0

p=1 ¢=1

12 Proposicién (monotonia de la integral respecto a la funcién, el caso de funciones
simples positivas). Sean f,g € SM(X,F,R) tales que f < g. Entonces,

X/fdus/gdu.

X

Idea de demostracion. Definir h := f — g, notar que h > 0 e integrar ambos lados de la
igualdad f =g+ h. ]
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