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Objetivo: para una sucesién de funciones complejas f,, demostrar que
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Objetivo: para una sucesién de funciones complejas f,, demostrar que

fr | du = /fd,u,

bajo la suposicién que

Z/ |fi| dp < +00.
k=1"X

Prerrequisitos:
@ convergencia y convergencia absoluta de series numéricas;
@ el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue;

o la desigualdad de Markov y sus corolarios.



Repaso: cada funcién integrable toma valores finitos c.t.p.
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Repaso: cada funcién integrable toma valores finitos c.t.p.

Proposicién

Sea f € LY(X, F,u, [0, +00]). Entonces f < +oc0 c.t.p.

Demostracion: aplicar la desigualdad de Markov para cada v en (0, +00) y usar el hecho que

{+o0} C [v, +o0].
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Repaso: el teorema de la convergencia dominada

Teorema

Sean (fn)neny € M(X, F, 1), g € M(X,F, u) tales que:
X
1) fh =g,

2) existe h € LY(X, F, i, [0, +00]) tal que para cada n en N se cumple |f,| < h.
Entonces f, € LY(X, F,u,C), g € LY X, F, i, C),

ngn;o/x|fn—g|du<+m, n'l_;go/xfndu:/xgdu-
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Sea (X, F, ) un espacio de medida, sea Y € F tal que u(X\ Y) =0,
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La integral de una funcién definida casi en todas partes

Sea (X, F, ) un espacio de medida, sea Y € F tal que u(X\ Y) =0,
ysea f € LYY, Fy,uy,C). Entonces,

en vez de / fdu a veces se escribe / fdu.
Y X
Notemos que si g1,8 € M(X,F,C)y gi|ly = g|y = f, entonces

/gldu—/gzdu—/fdu-
X X Y

En otras palabras, cualquier extensidn de la funcién f al conjunto X, si es medible, tiene la
misma integral.
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Repaso: definiciéon de la suma de una serie de niimeros

Sean (a)neny € CY, B € C. Se dice que Y.°°, a,, converge a 3 y se escribe

n=1

00
Zan = 6’
n=1

Si

k
lim g an, = S.
k—o0

n=1
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Repaso: series de nlimeros positivos

Sea (an)nen € [0, +00]Y. Entonces

(] k
E Qap = sup E Qn
n=1 keN n=1
oo
Para series de niimeros positivos, la notacién E «p siempre tiene sentido.

n=1
En este caso, se dice que Y 17 ; a, converge, si

00
Z o < +00.
n=1



Un error de notacién muy grave

Supongamos que (ay)nen € CN y la sucesién de sus sumas parciales no converge en C.



Un error de notacién muy grave

Supongamos que (ay)nen € CN y la sucesién de sus sumas parciales no converge en C.

En estas suposiciones, estd muy mal escribir

[e'S)
E o = 0.
n=1
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Repaso: la convergencia absoluta de una serie implica su convergencia

Proposicién
o

Sea (an)nen € CN. Supongamos que Z |an| < +00. Entonces existe 5 en C tal que

n=1

Z a, = B.
n=1

Idea de demostracion.
k

k
Sp = Zoz,,, i = Z latn].
n=1

n=1



Repaso: la convergencia absoluta de una serie implica su convergencia

Proposicién
o

Sea (an)nen € CN. Supongamos que Z |an| < +00. Entonces existe 5 en C tal que

n=1

Z a, = B.
n=1

Idea de demostracion.
k

k
Sp = Zan, = Z latn].
n=1

n=1
Demostrar que [s, — sq| < [t, — t4].

Como (tp)pen es de Cauchy en [0, +00), la sucesidn (sp)pen es de Cauchy en C.
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Teorema

Sea (X, F, i) un espacio de medida y sea (f,)nen € M(X,F,C)N. Supongamos que

Z/ |fo] dp < +00.
n=1 X

Entonces la serie
o0

Z fa(x)
n=1

converge casi en cada punto x, su suma g es una funcién p-integrable, y

gdu = /f,,d,u.
Josn=2 ),
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Idea de demostracién

Definamos h: X — [0, +o¢],
h(x) = [fa(x)]-
n=1

Por el teorema de la integral de una serie de funciones positivas,

hdp = / fol dp < 400.
/. > [ 1

Sea
B:={xe X: h(x) < +oo}, E={xeX: h(x) =400}

Entonces u(E) = 0.
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Idea de demostracién

h(x) =) Ifa(x)|.
n=1

B ={xe X: |h(x)| < +oo}, E ={xe€ X: h(x) =400}, u(E) = 0.
Para cada x en B, la serie Y2 |f,(x)| converge.
Por lo tanto, para cada x en B, la serie >, f,(x) converge.

Definimos g: X — C,
Y2 falx), x€B;
0, x € E.

g(x) =

El resto de la demostracién: aplicar el TCD a la sucesién de las sumas parciales de (1gf,)nen-



Ejercicio. Consideramos f,: [0,1] — [0, +o0],

fn = ]].[0’1/217].

Determinar, en qué puntos de [0, 1] converge la serie

S

n=1



Plan

© Lema de Borel-Cantelli



Lema/teorema de Borel-Cantelli

Teorema

Sea (X, F, ) un espacio de medida y sea (A,)72; una sucesién en F tal que

Z,u(An) < +00.

n=1
Definimos
o o
E = ﬂ U An.
k=1 n=k

Entonces p(E) = 0.
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Otra descripcién del conjunto E

Para cada x en X, pongamos
Je ={neN: xe Ay}

Entonces

oo o0
x€EE < xeﬂUA,, « VkeN In>k xcA,
k=1 n=k

<— VYkeN dn>k nelJ, <= Jesinfinito.

Resumen: E es el conjunto te todos aquellos puntos x que pertenecen a A, para una cantidad
infinita de los indices n.
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Idea de la demostracidn

Definimos g: X — [0, +o¢],
o0
g(x) =) 1a,(x).
n=1
Como 14, toma valores 0 o 1,

g(x) =400 = Jy es infinito = x € E.

Aplicamos el teorema de la integral de una serie de funciones positivas:

/ngu =) Ta,du= ) u(A,) < +oc.
n=1 n=1
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