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Objetivo: para una sucesión de funciones complejas fk , demostrar que

∫
X

( ∞∑
k=1

fk

)
dµ =

∞∑
k=1

∫
X
fk dµ,

bajo la suposición que
∞∑
k=1

∫
X
|fk | dµ < +∞.

Prerrequisitos:

convergencia y convergencia absoluta de series numéricas;

el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue;

la desigualdad de Márkov y sus corolarios.
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Repaso: cada función integrable toma valores finitos c.t.p.

Proposición

Sea f ∈ L1(X ,F , µ, [0,+∞]). Entonces f < +∞ c.t.p.

Demostración: aplicar la desigualdad de Márkov para cada v en (0,+∞) y usar el hecho que

{+∞} ⊆ [v ,+∞].
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Repaso: el teorema de la convergencia dominada

Teorema

Sean (fn)n∈N ∈M(X ,F , µ), g ∈M(X ,F , µ) tales que:

1) fn
X−−→ g ,

2) existe h ∈ L1(X ,F , µ, [0,+∞]) tal que para cada n en N se cumple |fn| ≤ h.

Entonces fn ∈ L1(X ,F , µ,C), g ∈ L1(X ,F , µ,C),

lim
n→∞

∫
X
|fn − g |dµ < +∞, lim

n→∞

∫
X
fn dµ =

∫
X
g dµ.
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La integral de una función definida casi en todas partes

Sea (X ,F , µ) un espacio de medida, sea Y ∈ F tal que µ(X \ Y ) = 0,

y sea f ∈ L1(Y ,FY , µY ,C).

Entonces,

en vez de

∫
Y
f dµ a veces se escribe

∫
X
f dµ.

Notemos que si g1, g2 ∈M(X ,F ,C) y g1|Y = g2|Y = f , entonces∫
X
g1 dµ =

∫
X
g2 dµ =

∫
Y
f dµ.

En otras palabras, cualquier extensión de la función f al conjunto X , si es medible, tiene la

misma integral.
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Repaso: definición de la suma de una serie de números

Sean (αn)n∈N ∈ CN, β ∈ C. Se dice que
∑∞

n=1 αn converge a β y se escribe

∞∑
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αn = β,

si

lim
k→∞

k∑
n=1

αn = β.
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Repaso: series de números positivos

Sea (αn)n∈N ∈ [0,+∞]N. Entonces

∞∑
n=1

αn = sup
k∈N

k∑
n=1

αn.

Para series de números positivos, la notación
∞∑
n=1

αn siempre tiene sentido.

En este caso, se dice que
∑∞

n=1 αn converge, si

∞∑
n=1

αn < +∞.
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Un error de notación muy grave

Supongamos que (αn)n∈N ∈ CN y la sucesión de sus sumas parciales no converge en C.

En estas suposiciones, está muy mal escribir

∞∑
n=1

αn =∞.
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Repaso: la convergencia absoluta de una serie implica su convergencia
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Teorema

Sea (X ,F , µ) un espacio de medida y sea (fn)n∈N ∈M(X ,F ,C)N. Supongamos que

∞∑
n=1

∫
X
|fn|dµ < +∞.

Entonces la serie
∞∑
n=1

fn(x)

converge casi en cada punto x , su suma g es una función µ-integrable, y∫
X
g dµ =

∞∑
n=1

∫
X
fn dµ.



Idea de demostración

Definamos h : X → [0,+∞],

h(x) :=
∞∑
n=1

|fn(x)|.

Por el teorema de la integral de una serie de funciones positivas,∫
X
h dµ =

∞∑
n=1

∫
X
|fn|dµ < +∞.

Sea

B := {x ∈ X : h(x) < +∞}, E := {x ∈ X : h(x) = +∞}.

Entonces µ(E ) = 0.



Idea de demostración

Definamos h : X → [0,+∞],

h(x) :=
∞∑
n=1

|fn(x)|.

Por el teorema de la integral de una serie de funciones positivas,

∫
X
h dµ =

∞∑
n=1

∫
X
|fn|dµ < +∞.

Sea

B := {x ∈ X : h(x) < +∞}, E := {x ∈ X : h(x) = +∞}.

Entonces µ(E ) = 0.



Idea de demostración

Definamos h : X → [0,+∞],

h(x) :=
∞∑
n=1

|fn(x)|.

Por el teorema de la integral de una serie de funciones positivas,∫
X
h dµ =

∞∑
n=1

∫
X
|fn| dµ < +∞.

Sea

B := {x ∈ X : h(x) < +∞}, E := {x ∈ X : h(x) = +∞}.

Entonces µ(E ) = 0.



Idea de demostración

Definamos h : X → [0,+∞],

h(x) :=
∞∑
n=1

|fn(x)|.

Por el teorema de la integral de una serie de funciones positivas,∫
X
h dµ =

∞∑
n=1

∫
X
|fn| dµ < +∞.

Sea

B := {x ∈ X : h(x) < +∞}, E := {x ∈ X : h(x) = +∞}.

Entonces µ(E ) = 0.



Idea de demostración

Definamos h : X → [0,+∞],

h(x) :=
∞∑
n=1

|fn(x)|.

Por el teorema de la integral de una serie de funciones positivas,∫
X
h dµ =

∞∑
n=1

∫
X
|fn| dµ < +∞.

Sea

B := {x ∈ X : h(x) < +∞}, E := {x ∈ X : h(x) = +∞}.

Entonces µ(E ) = 0.



Idea de demostración

h(x) :=
∞∑
n=1

|fn(x)|.

B = {x ∈ X : |h(x)| < +∞}, E := {x ∈ X : h(x) = +∞}, µ(E ) = 0.

Para cada x en B, la serie
∑∞

n=1 |fn(x)| converge.

Por lo tanto, para cada x en B, la serie
∑∞

n=1 fn(x) converge.

Definimos g : X → C,

g(x) :=


∑∞

n=1 fn(x), x ∈ B;

0, x ∈ E .

El resto de la demostración: aplicar el TCD a la sucesión de las sumas parciales de (1B fn)n∈N.



Idea de demostración

h(x) :=
∞∑
n=1

|fn(x)|.

B = {x ∈ X : |h(x)| < +∞}, E := {x ∈ X : h(x) = +∞}, µ(E ) = 0.

Para cada x en B, la serie
∑∞

n=1 |fn(x)| converge.

Por lo tanto, para cada x en B, la serie
∑∞

n=1 fn(x) converge.

Definimos g : X → C,

g(x) :=


∑∞

n=1 fn(x), x ∈ B;

0, x ∈ E .

El resto de la demostración: aplicar el TCD a la sucesión de las sumas parciales de (1B fn)n∈N.



Idea de demostración

h(x) :=
∞∑
n=1

|fn(x)|.

B = {x ∈ X : |h(x)| < +∞}, E := {x ∈ X : h(x) = +∞}, µ(E ) = 0.

Para cada x en B, la serie
∑∞

n=1 |fn(x)| converge.

Por lo tanto, para cada x en B, la serie
∑∞

n=1 fn(x) converge.

Definimos g : X → C,

g(x) :=


∑∞

n=1 fn(x), x ∈ B;

0, x ∈ E .

El resto de la demostración: aplicar el TCD a la sucesión de las sumas parciales de (1B fn)n∈N.



Idea de demostración

h(x) :=
∞∑
n=1

|fn(x)|.

B = {x ∈ X : |h(x)| < +∞}, E := {x ∈ X : h(x) = +∞}, µ(E ) = 0.

Para cada x en B, la serie
∑∞

n=1 |fn(x)| converge.

Por lo tanto, para cada x en B, la serie
∑∞

n=1 fn(x) converge.

Definimos g : X → C,

g(x) :=


∑∞

n=1 fn(x), x ∈ B;

0, x ∈ E .

El resto de la demostración: aplicar el TCD a la sucesión de las sumas parciales de (1B fn)n∈N.



Idea de demostración

h(x) :=
∞∑
n=1

|fn(x)|.

B = {x ∈ X : |h(x)| < +∞}, E := {x ∈ X : h(x) = +∞}, µ(E ) = 0.

Para cada x en B, la serie
∑∞

n=1 |fn(x)| converge.

Por lo tanto, para cada x en B, la serie
∑∞

n=1 fn(x) converge.

Definimos g : X → C,

g(x) :=


∑∞

n=1 fn(x), x ∈ B;

0, x ∈ E .

El resto de la demostración: aplicar el TCD a la sucesión de las sumas parciales de (1B fn)n∈N.



Ejercicio. Consideramos fn : [0, 1]→ [0,+∞],

fn = 1[0,1/2n].

Determinar, en qué puntos de [0, 1] converge la serie

∞∑
n=1

fn.
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Lema/teorema de Borel–Cantelli

Teorema

Sea (X ,F , µ) un espacio de medida y sea (An)∞n=1 una sucesión en F tal que

∞∑
n=1

µ(An) < +∞.

Definimos

E :=
∞⋂
k=1

∞⋃
n=k

An.

Entonces µ(E ) = 0.



Otra descripción del conjunto E

Para cada x en X , pongamos

Jx := {n ∈ N : x ∈ An}.

Entonces

x ∈ E ⇐⇒ x ∈
∞⋂
k=1

∞⋃
n=k

An ⇐⇒ ∀k ∈ N ∃n ≥ k x ∈ An

⇐⇒ ∀k ∈ N ∃n ≥ k n ∈ Jx ⇐⇒ Jx es infinito.

Resumen: E es el conjunto te todos aquellos puntos x que pertenecen a An para una cantidad

infinita de los ı́ndices n.
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Idea de la demostración
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n=1

1An dµ =
∞∑
n=1

µ(An) < +∞.
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