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© Introduccién



Objetivo

Estudiar marcos de Parseval finitos.



Prerrequisitos

@ Marcos de Parseval (definicién y criterio).
@ La matriz de Gram asociada a una lista de vectores.

@ Una lista de vectores es linealmente independiente <= su matriz de Gram es invertible.
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Definiciéon de marco de Parseval finito

Definicion
Sea H un espacio de Hilbert, sea J un conjunto finito y sea (f;);c; € H”.

Se dice que (f;)jcs es un marco de Parseval para H, si para cada hen H

1412 =D ¢k, ) 2.

jed




Repaso: criterio de marco de Parseval (para J finito)

Proposicién

Sean H un espacio de Hilbert, J un conjunto finito, (f;)jes € H”.
Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) (f;)jes es un marco de Parseval para H;

(b) existe una isometria lineal V: H — ¢2(J) tal que

(Vh);=<(h,fj)  (heH, jelJ)
(c) para cada h en H, se tiene que

h = Z<h> f/) 6

jed




Cada marco de Parseval es completo en su espacio de Hilbert

Proposicién
Sean H un espacio de Hilbert, J un conjunto finito, (f;)jes € H”.
Supongamos que (f;)jcs es un marco de Parseval para H. Entonces

H=lin({f: j€ J}).
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Demostracion
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Demostracion

Sea
F={f: jeJ}.

Por la suposicién, F C H, asi que lin(F) C H.

Por otro lado, por el criterio de marco de Parseval, para cada h en H tenemos que

h= "> (h,f)f € lin(F).

jed

Esto implica que H C lin(F).
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La matriz de Gram asociada a un marco de Parseval finito

Por simplicidad, aqui suponemos que J = {1,...,n}.

Proposicién

Sea H un espacio de Hilbert y sean fi,...,f, € H tales que
(f,...,fn) es un marco de Parseval para H.
Denotemos por P la matriz de Gram asociada a f,..., f,:

P = [(f, )]

r,s=1"

Entonces P* = Py P2 =P,
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i Cuando un marco de Parseval finito es una base ortonormal?

Proposicién
Sea H un espacio de Hilbert y sean f,...,f, € H.
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(c) dim(H) = n;
(d)

d) (f,...,f,) es linealmente independiente.
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Proposicién
Sea H un espacio de Hilbert y sean f,...,f, € H.
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Obviamente, (a) <= (b), (c) <= (d), (b) = (d).
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Demostracién, (d) = (b)

Supongamos que (fi, ..., f,) es linealmente independiente.
Denotemos por P la matriz de Gram asociada a fi, ..., f,:
P:=G(h,..., ), esto es, P = [(fs, f)]"

r,s=1°

Como (fi, ..

Como (fi, ..

., fn) es un marco de Parseval,

P? = P.

., fn) es una lista linealmente independiente, P es invertible.

Por lo tanto, P = I,,.
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