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Objetivo:
conocer el concepto del eje real extendido R := R U {—o0, +o0},

definir el orden y la topologia en este conjunto.

Prerrequisitos:
relaciones binarios, orden, orden lineal (orden total), topologia.

Aplicaciones:
simplificar el trabajo con inf y sup,

definir el valor de cualquier serie de niimeros positivos.



Definicién de R
400 y —o0o son simplemente dos simbolos.
R :=RU {400, —00}.

En el conjunto R ya esta definido el orden comiin <.

Lo extendemos al conjunto R mediante las siguientes reglas:

—oco<a VxeR, a<4+oo VxeR,

Luego definimos la relacién binaria < en R:

a<b <— a<b V a=hb.

—o0 < +00.



Definicién mas formal del orden en R

Recordemos que una relacién binaria es un conjunto de pares ordenados.
2
<rg = {(x,y) eR*: x <y}
Definicién formal de la relacién < en R:

<g = <r U {(-o0,8): aeR} U {(a,+o0): acR} U {(—o00,400)}.



R es un conjunto linealmente ordenado (=totalmente ordenado)

Se cumplen las siguientes propiedades.

© La propiedad transitiva.
Para todos a, b, c € R,

si a<b y b<c, entonces a<c.

@ La ley de tricotomia.

Para todos a, b € R, se cumple una y sélo una de las siguientes tres condiciones:

a<hb, a=b, b < a.



R es un conjunto linealmente ordenado (=totalmente ordenado)

Se cumplen las siguientes propiedades.

© La propiedad transitiva.
Para todos a, b, c € R,

si a<b y b<c, entonces a<c.

@ La ley de tricotomia.

Para todos a, b € R, se cumple una y sélo una de las siguientes tres condiciones:

a<hb, a=b, b < a.

Demostracioén: ejercicio.



Notacién para los invervalos

Para cualesquiera a, b € R se pone

la,b[= (a,b) = {x e R: a< x < b},
[a,b[ = [a,b) = {x €R:a< x < b},
lJa,b] = (a,b] = {x €R:a<x < b},

[a,b] = {x €R: a<x< b}



Notacién para los invervalos

Para cualesquiera a, b € R se pone

la,b[= (a,b) = {x e R: a< x < b},
[a,b] = [a,b) = {x €R: a< x < b},
la,b] = (a,b] = {x € R: a<x < b},

[a,b] = {x €R:a<x<b}.

Por ejemplo,

[3,—4] = 0, 7,71 = {7}, 17,7 = 0.



L os intervalos abiertos en R

J = {]a,b[: a,beR} U {]a,+o0]: aeR} U{[-oc0,b][: beR}.

Lema
El conjunto J es cerrado bajo la operaciéon N.

ﬂ le,d[ |c, +o0] [—oo, d|

Ja, b

Ja, +od]

[_OO’ b[
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L os intervalos abiertos en R

J = {]a,b[: a,beR} U {]a,+o0]: aeR} U{[-oc0,b][: beR}.

Lema
El conjunto J es cerrado bajo la operacién N.

ﬂ Je, d| |c, +o0] [—o0, d|

la, b[ || | max(a, c), min(b,d)[ | ]max(a,c),b| la, min(b, d)|

la, +o0] | max(a, ¢), d[ ] max(a, c), +o0] la, d|

[—o0, b] Je, min(b, d)[ le, b] [0, min(b, d)|




Definicién de la topologia en R

Por definicién, los conjuntos abiertos en R son las uniones arbitrarias de los elementos de J:

m={ACR: 3IKLCJ: A=UK}.
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Definicién de la topologia en R

Por definicién, los conjuntos abiertos en R son las uniones arbitrarias de los elementos de J:

m={ACR: 3IKLCJ: A=UK}.

Ejercicio. Usando el lema, demostrar que 7z es una topologia.

En otras palabras, J es una base de topologia ,

y T se define como la topologia generada por esta base.

Ejercicio. Demostrar que el conjunto [3, +00] no es abierto en R.



Vecindades abiertas de los elementos de R

Dado a en R,
mz(a) = {Verm: acV}



Vecindades abiertas de los elementos de R

Dado a en R,
mz(a) = {Verm: acV}

Proposicién (sobre las vecindades de los puntos finitos)
Sea a e R.

@ Sip,geR, p<a<gq, entonces |p,q[€ m(a).
Q@ Si V € 7z(a), entonces existen p,g € R talessque p<x<q vy ]p,q[C V.




Vecindades abiertas de los elementos de R

Dado a en R,
mz(a) = {Verm: acV}

Proposicién (sobre las vecindades de los puntos finitos)
Sea ac R.

@ Sip,geR, p<a<gq, entonces |p,q[€ m(a).
Q@ Si V € 7z(a), entonces existen p,g € R talessque p<x<q vy ]p,q[C V.

Ejercicio: demostrar esta proposicién.



Vecindades abiertas de 400

Proposicién
@ ParacadapenR, |p,+o0] € 1(+00)
© Para cada V en 7z(+00), existe p en R tal que ]p,+oo] C V.
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Vecindades abiertas de 400
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Vecindades abiertas de 400

Proposicién
@ ParacadapenR, |p,+o0] € 1(+00)
© Para cada V en 7z(+00), existe p en R tal que ]p,+oo] C V.
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Vecindades abiertas del punto —oo

Ejercicio.
Enunciar y demostrar una proposicién similar

sobre las vecindades abiertas del punto —oo.



Sucesiones cuyo limite es 400

Proposicién

—N
Sea (xn)neny € R . Entonces

nIi_}rgox,,:—i—oo <= VaeR Jdk e N Vn > k Xp > a.




Sucesiones cuyo limite es 400

Proposicién

—N
Sea (xn)neny € R . Entonces

lim x, = +o0 <— VaeR dk e N
n—o0

Vn> k

Xp > a.

Idea de demostracion:

usar la proposicién sobre las vecindades abiertas de +oc.



Sucesiones cuyo limite es 400

Proposicién

—N
Sea (xn)neny € R . Entonces

nli_>rgox,,:+oo — VaeR Jdk e N Vn > k Xp > a.

Idea de demostracion:
usar la proposicién sobre las vecindades abiertas de +oc.

Ejercicio:

enunciar y demostrar un criterio similar para Ii_}m Xp = —O00.
n o



Operaciones aritméticas en el eje real extendido

a+ (4+00) = 400 para todo a € R.
+00 + (400) = +0o0.
a+ (—o0) = —oo para todo a € R.
—00 + (—00) = —00.

+00 + (—00) no esta definido .



Operaciones aritméticas en el eje real extendido

- (+00) = +oo para todo a > 0.

- (+00) = —oo para todo a < 0.

(

(
a-(—o0) = +oo para todo a > 0.
- (—o0) = —oo para todo a < 0.
(

o O
T o
3
~
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Ejercicio.
iEs (R, +) un grupo?

Ejercicio.

iSe puede definie +00 + (—o0) de tal manera que (R, +) sea un grupo?

Ejercicio.
Demostrar que las operaciones + y - en [0, +00] cumplen con las leyes asociativas y

conmutativas y también con la ley distributiva.



La ley de cancelacion para la suma

Ejercicio.

Verificar que

Vae[0,4oc[ VbceR (a+b=a+c = b=c).

Ejercicio.

Verificar que la propiedad anterior no se extiende al caso a = +oo.



La ley de cancelacién para el producto

Ejercicio. Verificar que

Va€l0,+oc][ Vb,ceR (ab=a = b=c).

Ejercicio.

Verificar que la propiedad anterior no se extiende a los casos a = 0 ni a = +o0.



Sobre el acuerdo que 0 - (+00) =0

El acuerdo que 0 - (+00) = 0 es cémodo en la teoria de la integral.



Sobre el acuerdo que 0 - (+00) =0

El acuerdo que 0 - (+00) = 0 es cémodo en la teoria de la integral.

Ejercicio.

Encontrar sucesiones (x,)nen, (Vn)nen de ndmeros reales tales que

Xn — 0, Yn — +00, XnYn 7+ 0.



Continidad de las operaciones en [0, +0o0]

Ejercicio.
Consideremos la operacién + restringida a [0, +-00] x [0, +o0].

iEs continua esta funcién?



Continidad de las operaciones en [0, +0o0]

Ejercicio.
Consideremos la operacién + restringida a [0, +-00] x [0, +o0].

iEs continua esta funcién?

Ejercicio.
Consideremos la operaciéon de multiplicacién restringida a [0, +00] x [0, +00].

iEs continua esta funcién?



